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Предложен метод интерполяции полиномиальными сплайнами четвертой степени на равномерной 
сетке, при котором значения функции и ее первой производной интерполируются в целых точках, а уз-
лы интерполяции значений каждой следующей производной расположены в два раза гуще, чем преды-
дущей. Интерполяцию такого типа принято называть биркгоффовой интерполяцией. Предложенные 
для интерполяции базисные сплайны построены на основе так называемого совершенного сплайна 

4 (x) и имеют компактный носитель. Показан метод построения базисных сплайнов и приведены яв-
ные формулы для них. 
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Введение 
 

В настоящей статье предлагается метод интер-
поляции полиномиальными сплайнами четвертой 
степени на равномерной сетке, в котором значения 
функции и ее первой производной интерполируются 
в целых точках, значения второй производной – в 
точках вида k / 2 , третьей производной – в точках 
k / 4, k . Интерполяцию такого типа, в которой 
узлов интерполяции значений производных больше, 
чем узлов интерполяции самой функции, принято 
называть биркгоффовой интерполяцией. Подобная 
интерполяция используется, например, в области 
компьютерной томографии; в частности, в [1] пред-
лагается новый ядерный метод алгебраического вос-
становления медицинского изображения с рассеян-
ных данных Радона; при этом восстановление осно-
вано на обобщенной интерполяции Эрмита-
Биркгоффа положительно определенными ядерны-
ми функциями в сочетании с удобной регуляризаци-
ей преобразования Радона. Предложенный в [2] ме-
тод восстановления формы поверхности объекта 
также базируется на интерполяции Эрмита-
Биркгоффа с привлечением так называемых ради-
ально-базисных функций. 

Для дальнейшего изложения нам будет удобно 
привести некоторые сведения об обобщенных рядах 
Тейлора, предложенных В. А. Рвачевым в [3, 4] и 
исследованных в [5, 6]. В [3, 4] показано, что если 
функция f принадлежит классу H , где [1;2) , 

т. е. если f C [ 1,1]   и 

 
k(k 1)

(k) k 2C[ 1,1][1,2) : || f || c(f ) 2 , k 0,1,2,...


    , 

то f  раскладывается в так называемый обобщенный 
ряд Тейлора: 

 
n

(n)
n,k n,k

n 0 k N
f (x) f (x ) (x)



 
   ,   (1) 

где: 
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N { 2 , 2 1,...,2 1, 2 }, n 0;
N { 1,0,1};

kx , n 0, k N ; x k, k N ,
2

   



     

 

    

 

а функции n,k 1(x) H   – базисные функции обоб-
щенного ряда Тейлора – однозначно определяются 
из условий: 
  (m) m k

n,k m,s n s( (x ))     
и являются конечными линейными комбинациями 
сдвигов функции  

 
k

itx
k

k 1

1 sin t2up(x) e dt
2 t2

 





   

– решения с компактным носителем ФДУ 
  y '(x) 2y(2x 1) 2y(2x 1).     

Функции n,k (x) играют ту же роль, что и 

функции nx  в обычных рядах Тейлора. 
   

Точка n,kx  называется собственной точкой 

функции n,k (x) . 

Удобно обозначать базисные функции n,k так, 
чтобы сразу была видна собственная точка функции: 
пусть 
  n,kn,x n,kˆ (x) (x).    
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Построение базисных функций n,kn,xˆ (x)  бы-

ло проведено в [7]; там же получены асимптотиче-
ские формулы для этих функций.  

Класс H  можно рассматривать и на всей оси 

 .Обозначим его H ( )  . Тогда для f H ( )  , 

[1;2)  

  
n,k

n.k n

(n)
n,k n,x

n 0 x X ( )
ˆf (x) f (x ) (x)



 
  


, 

где 

0 o,kX ( ) {x k,k },     

n n,k n 1
kX ( ) {x , k }, n 0

2 
     . 

Заметим, что в этом случае при n,kx ( 1,1)   
всегда найдется целое число m такое, что  
  n,kx m ( 1,1)   , 
и тогда функция n,kn,xˆ (x) строится следующим 

образом: 
  n,k n,kn,x n,x mˆ ˆ(x) (x m).     

При этом исходные функции n,kn,xˆ (x) , собст-

венные точки которых принадлежат ( 1,1) , ранее 
определенные для ряда (1), всюду вне ( 1,1)  дооп-
ределим нулем. 
 
Построение сплайнов четвертой степени 

на основе функции 4 (x)  
 

Предлагаемый в настоящей работе интерполя-
ционный полином fbi для функции f , определен-
ной на отрезке [a, b] , будет иметь вид: 

 
n,k

n,k n

3
(n)

f n,k n,x
n 0 x [a,b] X ( )

bi f (x )basp (x)
  

  


, (2) 

где 0 nX ( ), X ( )   определены выше, а 

n,kn,xbasp (x)  - так называемые базисные сплайны – 

фиксированные (не зависящие от интерполируемой 
функции) сплайны четвертой степени с компактным 
носителем. В частности, для функции, определенной 
на [ 1,1] , он будет иметь вид: 

  
n,k

n

3
(n)

f n,k n,x
n 0 k N

bi f (x )basp (x)
 

   .   (3) 

Для построения базисных сплайнов 

n,kn,x nbasp (x), k N , n 0,1,2,3  нам понадобится 

совершенный сплайн 4 (x) , введенный в [8]. 
Функция 4 (x)  имеет вид: 

4

2 4

4

4
4

4 2

4

64 7(x 1) , x [ 1; ];
3 8

158 3 64 3x 4(x ) (x ) ,
192 4 3 4

7 5x [ ; ],
8 8

64 1 5 1 5 1(x ) 2(x ) , x [ ; ],
3 2 8 4 8 2(x)
64 1 1 1 1 3(x ) 2(x ) , x [ ; ],
3 2 2 2 2 8

64 1 1 113(x ) 4(x ) x ,
3 4 4 96

3 1x [ ; ] ,
8 8

64 11 x , x [ ; 0].
3 8

    

     

  

      
 

       

    

  

  





















 

Эта функция четная, равна 0 вне [-1,1]. 
Для построения базисных сплайнов на основе 

4 (x) воспользуемся способом, предложенным в [7], 
для построения базисных функций обобщенного 
ряда Тейлора из функции up(x) . А именно, можно 

показать, что базисные сплайны n,0basp  («отве-
чающие» за точку 0), строятся следующим образом: 

0,0 4basp (x) (x)  ; 
n

n,0 k 4 n k
k 0

1basp (x) c (x 1 ), x [ 1,0],
2 


       

где kc  однозначно определяются из системы 

n 4 n 1 4 0 4 n

n 1 4 0 4 n

(n 1) (n 1)
1 04 4n 1 n

(n)
0 4 n

1 1c (0) c ( 1 ) c ( 1 ) 0,
2 2

1 1c ' ( 1 ) c ' ( 1 ) 0,
2 2

1 1c ( 1 ) c ( 1 ) 0,
2 2

1c ( 1 ) 1
2





 


           

         



        


    






  

На отрезок [0,1] сплайны n,0basp (x)  с четными 
n  продолжаем четным образом, с нечетными n  – 
нечетным.  

Сплайны n, 1 n,1basp (x), basp (x)  имеют вид: 

  n, 1 n,0

n,1 n,o

basp (x) basp (x 1),

basp (x) basp (x 1).
  

 
 

После этого базисные сплайны,  

  
n,kn,x n,k n 1 m

pkbasp (x), x 0,
2 2

     

где дробь 
m
p , m 1

2
  несократимая, строим по ин-

дукции следующим образом: 
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Построенные таким образом сплайны 

n,kn,x nbasp (x), k N , n 0,1,2,3   имеют вид: 

0,0 4basp (x) (x),   

0, 1 4basp (x) (x 1),     

0,1 4basp (x) (x 1),    

1,0 0,0 0,0
1 1 1basp (x) basp (x) basp (x ), x [ 1,0]
4 2 2

     

на [0,1]  отражаем нечетно. 

1, 1 1,0basp (x) basp (x 1),    

1,1 1,0basp (x) basp (x 1),   

2,0 0,0 0,0

0,0

17 1 1basp (x) basp (x) basp (x )
768 16 2

1 3basp (x ), x [ 1, 0],
8 4

   

   
 

на [0,1]  отражаем четно. 

2, 1 2,0basp (x) basp (x 1),    

2,1 2,0basp (x) basp (x 1),   

1 2,0 0, 12,
2

0,0 1, 1 1,0

1 17basp (x) basp (x ) basp (x)
2 1536

17 17 17basp (x) basp (x) basp (x),
1536 384 384






   

  

 

1 12, 2,
2 2

basp (x) basp ( x),


   

3,0 0,0 0,0

0,0 0,0

5 1 1basp (x) basp (x) basp (x )
6144 384 2

1 3 1 7basp (x ) basp (x ), x [ 1,0],
128 4 64 8

    

     
 

на [0,1]  отражаем нечетно. 

3, 1 3,0basp (x) basp (x 1),    3,1 3,0basp (x) basp (x 1),   

1 3,0 0, 1123,
2

0,0 1, 1 1,012 10 10

1 5basp (x) basp (x ) basp (x)
2 3 2

5 5 5basp (x) basp (x) basp (x),
3 2 3 2 3 2





   


  
  

1 13, 3,
2 2

basp (x) basp (x 1),


   

1 3,0 0, 1113,
4

0,0 1, 111 11

1,0 2, 1 111 8 8 2,
2

2,0 18 8 2,
2

1 35basp (x) basp (x ) basp (x)
4 3 96 2

333 5basp (x) basp (x)
3 96 2 3 2

11 5 7basp (x) basp (x) basp (x)
3 2 3 2 2

7 5basp (x) basp (x),
2 3 2









   
 

  
  

   
 

 


3 13, 3,
4 4

basp (x) basp (x 1),


   1 13, 3,
4 4

basp (x) basp ( x),


    

3 33, 3,
4 4

basp (x) basp ( x).


   . 

Для интерполирования функции, заданной на 
произвольном отрезке [a, b]  требуемые в (2) базис-
ные сплайны получаем из построенных выше сле-
дующим образом: при n,kx ( 1,1)   

  n,k n,kn,x n,x mbasp (x) basp (x m),   

где m  – целое число, такое, что n,kx m ( 1,1).    
 

Явные формулы для базисных сплайнов 
четвертой степени. 

 

Приведем явные формулы для базисных сплай-
нов n,kn,x nbasp (x), k N , n 0,1,2,3  . 

0,0 4basp (x) (x),     0, 1 0,0basp (x) basp (x 1),    

0,1 0,0basp (x) basp (x 1),   

4

4 2

4

1,0
4 3 2

4 3 2

16 7(x 1) , x [ 1; ];
3 8

64 3 3 x 79(x ) (x ) ,
12 4 4 4 384

7 5x [ ; ],
8 8

64 1 1 5 1(x ) (x ) ,
12 2 2 8 16

5 1x [ ; ],
8 2basp (x)

1 (128x 256x 192x
8

1 360x 5), x [ ; ],
2 8

1 (2048x 2048x 384x
128

3 196x 1), x [ ; ],
8 8

1

    

    

  

    

  


  

    

   

    

4 16x x, x [ ;0].
8



























   
  

Нечетная; равна 0 вне [-1,1]. 

1, 1 1,0basp (x) basp (x 1),   1,1 1,0basp (x) basp (x 1),   
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4

4 2

4

4 3 2

2,0

4 3

17 7(x 1) , x [ 1; ];
36 8
17 64 3 3 79( (x ) 4(x ) x ),
768 3 4 4 96

7 5x [ ; ],
8 8

17 64 1 5 1( (x ) 2(x ) ),
768 3 2 8 4

5 1x [ ; ],
8 2

1 (8320x 16640x 12480x
4608basp (x)

1 33956x 367), x [ ; ],
2 8

1
(133120x 133120x

73728

   

     

  

   

  

   


    

 

2

4 3

2

4 2

3 1
24960x 7136x 607), x [ ; ],

8 4
1

(329728x 329728x
73728

1 198688x 5152x 161), x [ ; ],
4 8

1 1(161x 18x ), x [ ;0].
36 8
























     

  


     


   


 

Вне [-1,1] равна нулю; четная. 

2, 1 2,0 2,1 2,0basp (x) basp (x 1), basp (x) basp (x 1),    

4 3 2

4 3 2

4 3 2

4 3 2
12,
2

1 (41x 164x 246x 164x
18

741), x [ 1; ];
8

1 (2048x 6144x 6528x
1536

7 32784x 353), x [ ; ],
8 4

1 (6144x 18432x 20352x
1536

3 59696x 1649), x [ ; ],
4 8

1basp (x) (3072x 6144x 4224x
768

1152x 113),



    

   

  

    

  

    

    

 

4 3 2

4 3 2

4

5 3x [ ; ],
8 8

1 (6144x 6144x 1920x
1536

3 1288x 17), x [ ; ],
8 4

1 (2048x 2048x 384x
1536

1 132x 1), x [ ; ],
4 8

4 1x , x [ ;0].
3 8





















   

   

     


   



    


  


 

Вне [-1,0] равна нулю. 

4

4 3 2

4 3 2

4 3 2

3,0

5 7(x 1) , x [ 1; ];
288 8

1 (10240x 30720x 32640x
589824

7 513920x 1765), x [ ; ],
8 8

1 (640x 1280x 960x
36864

5 1380x 85), x [ ; ],
8 2

1 (896x 1792x 1344x
12288basp (x)

1 3428x 41), x [ ; ],
2 8

1 (1
196608

    

  

    

   

    

  


    

 4 3 2

4 3

2

4 3

4336x 14336x 2688x

3 1800x 89), x [ ; ],
8 4

1 (47104x 47104x
196608

1 114976x 1248x 39), x [ ; ],
4 8

1 1(55x 16x ), x [ ;0].
96 8





















   

     

  


      



  
  

Нечетная, равна нулю вне отрезка [-1;1]. 
4

4 3 2

4 3 2

4 3 2

13,
2

1 7(x 1) , x [ 1; ];
48 8

1 (2048x 6144x 6528x
98304

7 32784x 353), x [ ; ],
8 4

1 (18432x 55296x 61824x
98304

3 530432x 5537), x [ ; ],
4 8

1 (1600x 3712x 3168x
3072

5 11174x 159), x [ ; ],
8 2

basp (x) 1
30
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4 3 2

4 3 2

4

(1600x 2688x 1632x
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1 3426x 41), x [ ; ],
2 8

1 (18432x 18432x 6528x
98304

3 11056x 65), x [ ; ],
8 4

1 (2048x 2048x 384x
98304

1 132x 1), x [ ; ],
4 8

x 1, x [ ;0].
48 8





















   

     

   


     



  



    


  





 

Равна нулю вне отрезка [-1;0]. 
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1 13, 3,
2 2

basp (x) basp (x 1),


   

4

4 3 2

4 3 2

4 3 2

1
3,

4

4

1 7(x 1) , x [ 1; ];
48 8

1 (2048x 6144x 6528x
98304

7 52784x 353), x [ ; ],
8 8

1 (128x 256x 192x
6144

5 176x 17), x [ ; ],
8 2

1 (384x 768x 576x 188x
2048basp (x)

1 321), x [ ; ],
2 8

1
(51200x 67584x

98304



   

   

    

  

    

    


   

 3 2

4 3 2

4

31104x

3 1
5664x 369), x [ ; ],

8 4
1

(47104x 30720x 5760x
98304

1 1480x 15), x [ ; ],
4 8

7 1x , x [ ; 0].
48 8





















  

     

   


     



 


 

Равна 0 вне [-1;0]. 

3 13, 3,
4 4

basp (x) basp (x 1),


   

1 13, 3,
4 4

basp (x) basp ( x),


    

3 33, 3,
4 4

basp (x) basp ( x).


    

 
Заключение 

 
Предложен метод интерполяции полиномиаль-

ными сплайнами четвертой степени на равномерной 
сетке, при котором значения функции и ее первой 
производной интерполируются в целых точках, а 
узлы интерполяции значений каждой следующей 
производной расположены в два раза гуще, чем пре-
дыдущей. Метод интерполяции такого типа, кото-
рый в настоящее время находит широкое примене-
ние [9]-[19], принято называть биркгоффовой ин-
терполяцией. Биркгоффова интерполяция кубиче-
скими сплайнами, построенными на базе совершен-
ного сплайна 3 (x) , была рассмотрена в [19]. Ин-
терполяционный полином, предложенный в настоя-
щей статье, подобен отрезку обобщенного ряда Тей-
лора, в котором на месте базисных функций n,k (x)  
находятся базисные сплайны, которые построены на 
основе так называемого совершенного сплайна 

4 (x)  и имеют компактный носитель. Показан ме-
тод построения базисных сплайнов и приведены 
явные формулы для них. 
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БІРКГОФОВА ІНТЕРПОЛЯЦІЯ ПОЛІНОМІАЛЬНИМИ СПЛАЙНАМИ ЧЕТВЕРТОГО СТУПЕНЯ 

В. О. Рвачов, Т. В. Рвачова, Є. П. Томілова 
Запропоновано метод інтерполяції поліноміальними сплайнами четвертого ступеня на рівномірній сітці, 

у якому значення самої функції та її першої похідної інтерполюються в цілих точках, а вузли інтерполяції 
значень кожної наступної похідної розташовані вдвічі густіше, ніж попередньої. Інтерполяцію такого типу 
звичайно називають біркгофовою інтерполяцією. Запропоновані для інтерполяції базисні сплайни побудо-
вано на основі так званого досконалого сплайна 4 (x)  і мають компактний носій. У статті вказано метод 
побудови базисних сплайнів та наведено явні формули для них. 

Ключові слова: біркгофова інтерполяція, базисні сплайни, вузли інтерполяції, інтерполяційний 
поліном, узагальнений ряд Тейлора. 

 
 

BIRKHOFF INTERPOLATION WITH POLINOMIAL SPLINES OF FOURTH DEGREE 
V. O. Rvachov, T. V. Rvachova, Ye. P. Tomilova 

A new method is proposed for function interpolation using 4-th order polynomial splines on a regular mesh 
with the following conditions: function and its first derivative can be interpolated in integer points and interpolation 
points for the subsequent higher order derivatives are placed twice as frequent as for the previous order. Such inter-
polation is usually called a Birkhoff interolation. For the interpolation we use basis splines with a compact support 
based on perfect spline 4 (x) . Method of constructing of the bases splines and the direct formulas are shown in this 
article. 

Key words:. Birkhoff interolation, basis splines, interpolation points, interpolation polynomial, generalized 
Taylor series. 
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