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ГРАФОАНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД КОМПОЗИЦИИ ВЕРОЯТНОСТНЫХ  
ПАРАМЕТРОВ ЗВЕНЬЕВ ЛОГИСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 
Рассматривается актуальная задача в логистической цепочке с целью определения интегральных по-
казателей (стоимости, времени) на основе знания указанных параметров для отдельных звеньев в слу-
чае вероятностной трактовки отдельных составляющих. Для заданных законов распределения пара-
метров звеньев решается конкретная задача композиции случайных величин в случае их равномерного 
распределения при разных диапазонах. С целью получения решений для плотностей и функций распре-
деления предлагается графоаналитический метод, на основе которого можем найти графическое и 
аналитическое представления для суммы и разности двух случайных величин в общем случае для раз-
личных диапазонов изменения каждой величины. Приводится числовой пример определения в виде гра-
фического и аналитического решения для плотности и функции распределения.  
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Введение и постановка задачи 
 
При анализе логистических систем возникают 

важные задачи их анализа и в, частности, определе-
ния интегрированных параметров, когда система 
представляется в виде последовательной цепочки 
поставок [1, 2]. В этом случае может быть поставле-
на задача определения суммарной длительности или 
стоимости выполнения всех работ, когда известны 
законы распределения указанных выше параметров 
в виде опытных данных или аналитических зависи-
мостей для плотностей распределения на каждом 
звене логистической цепи [3 - 5]. 

Для решения указанной задачи можно приме-
нить два метода [4, 5]: 

1)  при аналитически заданных плотностях 
распределения необходимо найти их композицию 
прямым аналитическим методом, применением ин-
теграла свертки, характеристических функций и 
другими подобными методами; 

2) c применением универсальной программы, 
которая позволяет осуществлять генерацию случай-
ных величин для заданного закона распределения и 
затем получения статистических данных, на основе 
которых можно вычислить все основные характери-
стики итогового распределения. 

В данной работе предлагается графоаналити-
ческий метод задачи композиции случайных вели-
чин, которые имеют равномерный закон распреде-
ления, когда каждый закон имеет некоторый диапа-
зон изменения параметра отдельного звена  логи-
стической последовательности цепи [4, 5]. 

 

1. Основная графическая модель 
 
Рассмотрим задачу определения композиции 

двух случайных величин, которые имеют свои кон-
кретные законы распределения в смысле их диапа-
зонов. В ряде источников рассматривается подобная 
задача с одинаковыми диапазонами для произволь-
ного числа звеньев логистической системы или чис-
ла параметров как случайных величин. Для каждого 
частного случая с различными диапазонами можно 
применить интеграл свертки или метод характери-
стических функций. На основе изучения большого 
числа частных случаев можно сформулировать сле-
дующее Утверждение - плотность распределения 
для композиции двух случайных величин с различны-
ми диапазонами и равномерными законами распре-
деления графически представляется в виде равно-
бочной трапеции, где верхнее основание имеет ве-
личину, равную разности диапазонов исходных слу-
чайных величин. 

Пусть первая величина 1x  имеет диапазон 
[a, b] , вторая 2x  имеет диапазон [c, d] . Разность 
диапазонов при (a b) (c d)    не равна нулю. Рас-
смотрим случай (b a) (d c)   . С учетом рис.1 
можно определить, что PR (b a) (d c)    , что дает 

возможность найти высоту трапеции 1h
b a




. Так 

как график рис. 1 симметричный, то 
1FM MN PR
2

  . Координаты точек на оси 

 В. А. Попов 
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E a c, F a d, N b c,K b d.         Тогда не труд-
но найти среднее значение в точке 

1M (a b c d),
2

ON OF PR (a d) b a d c b c.

   

         
 

 

 
 

Рис. 1. График плотности распределения  
композиции двух равномерно распределенных  
случайных величин с различными диапазонами 

 
3. Определение плотности  

распределения 
 

Зная координаты точек E, K, P и R можно най-
ти уравнения для отрезков EP и RK, что можно сде-
лать либо с помощью угловых коэффициентов, для 
чего нужно определить углы PEF либо RKN. 

Однако нам представляется лучше находить 
уравнения линий, которые включают отрезки RK и 
EP, при помощи метода, использующего координа-

ты двух точек 1 1

2 1 2 1

x x y y
x x y y
 


 

. Откуда можно най-

ти: 

                        1 2 1
1

2 1

(x x )(y y )
y y

(x x )
 

 


.                    (1) 

В данном случае на основе соотношения (1) не-
трудно записать уравнение для линий, включающих 
отрезки EP и RK. 

С учетом обозначений на рис. 1 для линий с 
отрезками EP  получим 1x a c  , 2x a d  , 

1y 0 , 2
1y
h

 . Подставляем эти данные в формулу 

(1) и получим: 
11 (x a c)(x (a c)) (b a)b ay y

(a d) (a c) (a d) (a c)
1(x a c)( ) (x a c)b a .

(d c) (d c)(b a)

      
     

    
  

 

Подобным образом можно получить уравнение 
для правой стороны трапеции 1x b c  , 2x b d  , 

1y h . 2y 0 : 

1(x b c)( ) ( x b c) 1b ay
b d b c (d c)(b a) (b a)

      
     

. 

Окончательно получим: 
( x b c) (d c) x b dy

(b a)(d c) (b a)(d c)
       

 
   

. 

Таким образом, можно определить функции 
плотности распределения композиции (сложения) 
двух случайных величин с равномерным законом 
распределения и разными интервалами 1x [a, b] , 

2x [c,d] , [a, b] [c,d] , (b a) (d c)   :  

f (x) 0 , x (a c)  , 

          x a cf (x)
(d c)(b a)

 


 
, a c x a d    ,              (2) 

                1f (x)
b a




, a d x b c    ,                   (3) 

          b d xf (x)
(d c)(b a)

 


 
, b c x b d    ,              (4) 

f (x) 0 , x b d  . 
 

4. Определение функции распределения 
 

Определим функции распределения на соответ-
ствующих участках (рис. 1). 

На участке [a c,a d]  : 
x x 2 2

1
a c a c

2

x a c x (a c)F f (x)dx
(d c)(b a) 2(d c)(b a)

2(a c) x 2(a c) .
2(d c)(d a) 2(d c)(b a)

 

   
   

   

 
 

   

 
. 

 

После преобразования получим: 
2

1
(x a c)F (x)

2(b a)(d c)
 


 

,  

a c x a d    . 
На участке [a d,b c]  : 

x x
x

2 a d
a d a d

1 1F (x) f (x)dx dx x |
b a b a

1 (x a d),a d x b c.
b a


 

   
 

      


 
  

Полученный результат не учитывает начально-
го значения 2F (x)  в точке (a d) . С учетом 

2нач 1F (x) F (x)  в точке (a d)  получим: 

2
d c 1 a dF (x) x

2(b a) b a b a
 

  
  

, 

где  

1 2
(a d (a c)) d cF (a d) F (a d)
2(b a)(d c) 2(b a)
   

    
  

. 
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На участке  [b c,b d]  : 
x

3
b c

2 2 2

b d x (b d) x (b c)(b d)F (x) dx
(b a)(d c) (b a)(d c)

x (b c) ((b d) x)1
2(b a)(d c) 2(b a)(d c)



     
  

   

   
  

   


 

с учетом начального значения в точке (b c)  полу-

чим 3 2
d cF (b c) F (b c) 1

2(b a)


    


. 

Таким образом, можно записать следующее 
выражения для функции распределения на соответ-
ствующих участках: 

             
2

1
(x (a c))F (x)
2(b a)(d c)
 


 

, a c x a d    ,       (5) 

    2
x (a d) d cF (x)

b a 2(b a)
  

 
 

, a d x b c    ,     (6) 

  
2

3
((b d) x)F (x) 1
2(b a)(d c)

 
 

 
, b c x b d    .    (7) 

В соответствии с полученными выражениями 
можно изобразить график (рис. 2): 

 

 
 

Рис. 2. График функции распределения композиции 
двух равномерно распределенных случайных  

величин с различными диапазонами 
 
Таким образом, функция распределения имеет 

три участка: 
1) первый участок a c x a d     и сама 

функция представляет собой параболу с вершиной в 
точках a c  с правой ветвью, идущей вверх; 

2)  второй участок функции распределения - 
линейный в соответствии с формулой (3), где 

1 2F (a d) F (a d)    и соответствующие производные 
равны в точке a d  равны, то есть 

' '
1 2F (a d) F (a d)   ; 

3)  третий участок b c x b d     соответст-
вует формуле (4) и представляет собой параболу с 
вершиной в точке b d  и левой ветвью соединен-
ной с прямой линией на предыдущем участке. Здесь 

также ' '
2 3 2 3F (b c) F (b c),F (b c) F (b c)      .  

5. Алгоритм композиции случайных  
параметров последовательной  

логистической цепи 
 

1. Провести описание и анализ логистической 
последовательности  цепи с целью определения 
суммарного общего, по всем звеньям, показателя по 
стоимости или времени в вероятностном аспекте. 

2. Обосновать и выбрать конкретный показа-
тель  критерия эффективности логистического про-
цесса, который складывается из параметров отдель-
ных звеньев. 

3. Принимаем закон распределения ранее вы-
бранного показателя равномерный, определим гра-
ницы изменения на каждом звене  1x [a, b] ,  

2x [c,d] , так что    b a d c   . 

В случае,  когда     b a b c    получается 

существенное упрощение задачи, так как  закон рас-
пределения суммы будет иметь треугольное пред-
ставление (закон Симпсона).  

4. Изобразить основную графическую модель 
(рис.1), на которой слева направо обозначить ре-
зультат композиции по переменной 1 2x x x  . Са-
мая левая точка имеет x a c  , то есть 

   min a, b min c,d . 
Подобным образом находим правую точку 

x b d  , то есть    max a,c max b,d . Затем изо-

бражаем на оси x  точки (a c)  и (b c) . 
5. Найти средину (математическое ожидание) 

всего графика (трапеции) a b c d
2

   . Провести 

вертикальную линию, которая играет важную роль 
при вычислении элементов основной графической 
модели (рис.1).  

6. Найти разность интервалов 
   b a d c     , что означает длину верхней 

линии PR .  

7. Находим высоту трапеции 1h
b a




 из оче-

видного соотношения ((b c) (a c)) h 1    , что со-
ответствует определению плотности распределения. 

8. Изобразить полностью всю трапецию (рис.1), 
так как высота и величина линии PR известны из 
предыдущих шагов. 

9. Зная все координаты точек E, F, M, N, R, P 
находим уравнения линий, включающих отрезки 
PE  и RK с применением любого известного метода 
(например, метод использующий координаты двух 
точек) с использованием полученных ранее фор-
мул 1F (x)  на участке (a c,a d)  , 2F (x)  на участке 
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(a d, b c)   и 3F (x)  на участке (b c, b d)  . Полу-
чим уравнения с использованием чисел, которые 
дают возможность изобразить весь график (рис.1). 

10. На основании полученных выше формул 
для функций распределения необходимо подставить 
числовые данные в расчетные формулы и получить 
аналитическое выражение функции распределения 
для соответствующих участков.  

Функция распределения 1F (x)  на участке 
(a c,a d)   представляет собой параболу, с правой 
ветвью, идущей снизу вверх, а вершина находится в 
точке (a c) , то есть в точке E . Прямая выходящая 
из точки  (a d)  до точки (b c)  должна быть объе-
динена с правой ветвью параболы 1F , а верхняя точ-
ка с абсциссой  (b c)  должна иметь плавный пере-
ход к параболе, которая описывается кривой  3F (x) , 

то есть на интервале  a d   до  b c   функция 
имеет вид прямой линии. Функция распределения на 
участке (b c)  до (b d)  представляет собой, как и 
функция 1F (x) , параболу, которая имеет вершину с 
абсциссой равной (b c) , а ордината равна единице, 
что  соответствует уравнению для функции распре-
деления.  

11. Провести контроль правильности построен-
ных функций 1f (x) , 2f (x)  и 3f (x)  и функций рас-
пределения 1F (x) , 2F (x)  и 3F (x)  на основании того, 
что площадь под кривой плотности  распределения 
равна единице, а значения функции распределения в 
точках с абсциссами (a d)  и (b c)  должны быть 
равными в соответствии с уравнениями (2-7) с уче-
том начального значения для каждого участка. 

Для функции 1F (x)  численное значение равно 
площади треугольника EFP с учетом начального 
значения, равного нулю. Значение функции 

2F (x b c)   будет учитывать начальное значение в 
виде площади треугольника EFP. Начальное значе-
ние для функции 3F (x) равно сумме площадей тре-
угольника EFP и прямоугольника PRNF, а значение 
функции  2F (x b c)   и 3F (x b c)   будет равно 
единице без площади треугольника EFP. 

 
6. Упрощенный алгоритм  

композиции случайных параметров  
последовательной логистической цепи 

 
Плотность распределения, как и в предыдущем 

случае, определяется по известным формулам для 
плотности распределения на участках   a c,a d  , 

 a d, b c  ,  b c,b d  . 

Однако, при упрощенном построении функции 
распределения, на указанных выше участках, можно 
применить не параболические зависимости (на пер-
вом и третьем участках трапеции) а линейные, в 
точках  от  a c  до  a d  и в точках от  b c  до 

[b d] .    
Так как значения функции распределения вы-

числены совершенно точно в точках  a d , [b c] , 

 b d , то в этом случае  будут погрешности, за 
счет замены параболической зависимости на участ-
ке от  [a c]  до [a d]   и на участке от [b c]   до 
[b d]  (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. График функции распределения  
при линейных функциях на отдельных участках 

 
Однако такой способ существенно упрощает 

построение функции распределения и не требует 
применения аналитических выражений. Поэтому в 
приближенном способе можно рекомендовать: 

1) построение по заданным конкретным чи-
словым данным графика плотности распределения; 

2) построение на основе графика для плотно-
сти функции распределения, где также не требуется 
применять какие либо формулы. 

Поэтому для экспресс-анализа можно рекомен-
довать проводить анализ функций логистической 
цепи из двух звеньев без применения формульных 
выражений и использовать графическое представле-
ние плотности функции распределения  

 

1 2
d cF (x a d) F (x a d)

2(b a)


     


, 

2 3
d cF (x b c) F (x b c) 1

2(b a)


      


, 

3F (x b d) 1   . 
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7. Численный пример применения  
графоаналитического метода  

для двухзвеньевой логистической цепи 
 

Рассмотрим логистическую систему в виде по-
следовательной цепочки двух звеньев, каждая из 
которых формально представляется плотностью 
распределения вероятностного параметра. Требует-
ся определить суммарную плотность распределения 
путем композиции двух случайных величин 1x  и 

2x   которые имеют равномерный закон распределе-
ния в соответствии с интервалами 1x [a, b] , 

2x [c,d] . 
Пусть a 0 , b 5 , c 1 , d 4 , среднее зна-

чение 5 1 4m 5
2

 
  , (b a) (d c)   , 5 3 (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 4. График плотности распределения  
для заданных числовых данных 

 
1 1h 0, 2

b a 5
  


. 

Разность интервалов: 
(b a) (d c) 5 3 2      . 

Сумма площадей под ломаной плотностью рас-
пределения f (x)  состоит из трех частей: 

1
h(a d a c) 1 (d c) 4 1 3S 0,3

2 2(b a) 2(5 0) 10
     

    
 

; 

2
1 2S h ((b a)(d c)) (5 0 4 1) 0,4

5 0 5
         


; 

3
h (b d b c) d c 3S 0,3

2 2(b a) 2 5
    

   
 

 ; 

1 2 3S S S S 0,3 0, 4 0,3 1         . 
 
Выражения для плотностей распределения на 

соответствующих участках:  

1
x a c x 0 1 x 1 x 1f (x) ,

(b a)(d c) (5 0)(4 1) 5 3 15
(a c 0 1) x (a d 0 4);

     
   

    
       

 

2
1 1 1f (x) 0, 2,

b a 5 0 5
((a d) 0 4) x ((b c) 5 1);

   
 

       
 

3
b d x 5 9 x 14 xf (x) ,

(b a)(d c) 5 3 15
(b c 5 1 6) x (b d 5 4 9).

    
  

  
         

 

Теперь построим график функции распределе-
ния на соответствующих участках (рис. 5). На уча-
стке [a c,a d]  : 

2 2 2

1
(x (a c)) (x 1) (x 1)F (x)
2(b a)(a c) 2(5 0)(4 1) 30
   

  
   

. 

В точке a d 0 4 4    функции 
2 2

1
(4 1) 3 9 3F (x)

30 30 30 10


    . 

 

 
 

Рис. 5. График функции распределения  
для заданных числовых данных 

 
На участке [a d,b c]  : 

2
x a d d c x 0 4 4 1F (x)

b a 2(b c) 5 0 2(5 0)
x 4 3 2x 8 3 0,2x 0,5;

5 10 10

     
    

   
  

    
 

2 2F (x a d) F (x 4) 0,8 0,5 0,3;        

2 2F (x b c) F (x 6) 0, 2 6 0,5 1, 2 0,5 0,7.           
На участке [b c,b d]  [6, 9]: 

2 2

3

2 2

(b d x) (5 4 x)F 1 1
2(b d)(a c) 2(5 0)(4 1)

(9 x) (9 x)1 1 ;
2 5 3 30

   
    

   

 
   

 

 

2

3
(9 6)F (x b c) 1 1 0,3 0,7.

30


        

С помощью упрощенного алгоритма не трудно 
для данного примера построить функцию распреде-
ления (рис. 6).  
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Рис. 6. График функции распределения  
построенный упрощенным методом 

 
 

Заключение 
 

В данной работе предложен графоаналитиче-
ский метод решения задачи композиции случайных 
параметров для двух звеньев последовательной це-
пи, имеющих равномерный закон распределения и 
разные диапазоны изменения.  

В случае равенства интервалов [b a] [d c]    
получаем в результате закон Симпсона, то есть гра-
фик плотности распределения имеет вид равнобед-
ренного треугольника, что является частным случа-
ем трапеции, когда точки P  и R  (рис. 1) совпадают.  

При построении графика функции распределе-
ния используется парабола на первом и третьем уча-
стках и прямая линия на втором участке.  

Для процесса контроля правильности прове-
денных графических и аналитических построений 
должны существовать соотношения: 

 
1) 1 2F (a d) F (a d)   ;  

2) ' '
1 2F (a d) F (a d)   ; 

3) 2 3F (b c) F (b c)   ; 

4) ' '
2 3F (b c) F (b c)   . 

 
Указанные выражения позволяют утверждать, 

что стыковка прямой линии на участке FN  осуще-
ствляется правильно, так как в точках с абсциссами 
F  и N  для выражений функции распределения по-
лучим равенство значений соседних фрагментов 
функции распределения, как по количественному  
значению, так  и по значению производных в точках 
соприкосновения прямой линии и параболы. 

В случае операции вычитания процесс решения 
остается таким же, как и в случае сложения, по-
строение графиков будет таким же, но математиче-
ское ожидание будет равно: 

 

a b (d c)m
2

  
 . 

 
Таким образом, предлагаемый графоаналити-

ческий метод позволяет находить графически плот-
ности и функции распределения для композиции 
двух равномерно распределенных величин при сло-
жении и вычитании, при разных диапазонах исход-
ных величин. В случае необходимости нетрудно 
определить аналитические выражение для всех уча-
стков трапеции с учетом конкретных числовых зна-
чений, что позволяет заметно уменьшить трудоем-
кость определения всех вероятностных характери-
стик суммы или разности исходных случайных ве-
личин.   
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ГРАФОАНАЛІТИЧНИЙ МЕТОД КОМПОЗИЦІІ ЙМОВІРНІСНИХ ПАРАМЕТРІВ ЛАНОК 
ЛОГІСТИЧНОЇ СИСТЕМИ 

В. О. Попов 
Розглядається актуальне завдання в логістичному ланцюжку з метою визначення інтегральних показ-

ників (вартості, часу) на основі знання зазначених параметрів для окремих ланок у випадку ймовірнісного 
трактування окремих складових. Для встановленних законів розподілу параметрів ланок вирішується кон-
кретна задача композиції випадкових величин у разі їх рівномірного розподілу у різних діапазонах. З метою 
отримання рішень для щільності і функцій розподілу пропонується графоаналітичний метод, на основі якого 
можемо знайти графічне і аналітичне представлення для суми і різниці двох випадкових величин в загаль-
ному випадку для різних діапазонів зміни кожної величини. Пропонується числовий приклад визначення у 
вигляді графічного і аналітичного рішення для щільності та функції розподілу. 

Ключові слова: логістичний ланцюжок ланок, закон розподілу, рівномірний розподіл, щільність і 
функції розподілу, графоаналітичний метод. 

 
A GRAPHIC ANALYTICAL METHOD TRACK PROBABILISTIC PARAMETERS  

LINKS LOGISTICS SYSTEMS 
V. A. Popov 

Considered an urgent task in the supply chain to determine the integral in indicators (cost, time) based on the 
knowledge of these parameters for the individual links in the slu-case probabilistic treatment of the individual 
components. For a given distribution laws of the parameters of links to solve specific problems of the composition 
of the random variables in the case of uniform distribution at different ranges. In order to obtain solutions for the 
density and distribution functions-division graphic-analytical method is proposed, based on which we can find a 
graphical and analytical representation for the sum and difference of two random variables in the general case for 
the time-range of personal change each value. We present a numerical example of defining a graphical and 
analytical solutions for the density and distribution functions.  

Keywords: supply chain links, the law of distribution, uniform distribution, density and distribution functions, 
graphic-analytical method. 
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