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ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН НА СИММЕТРИЧНОМ  

СОЕДИНЕНИИ ДВУХ КРУГЛЫХ ВОЛНОВОДОВ С ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ  
РЕЗОНАТОРОМ. ЧАСТЬ II. АНАЛИТИЧЕСКИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 

 
Для симметричного соединения двух круглых волноводов с цилиндрическим резонатором найдены про-
стые явные формулы для коэффициентов преобразования в длинноволновом приближении, приближе-
нии "узкие щели" ( Hϕ -поляризация) и в приближении геометрической оптики ( Eϕ - и Hϕ -поляризация). 
 
поляризация, круглый волновод, цилиндрический резонатор, коэффициенты преобразования 

 
Введение 

 
Полученные в [1] бесконечные системы линейных 

алгебраических уравнений второго рода (БСЛАУ) 

относительно коэффициентов преобразования на 

симметричном стыке двух круглых волноводов с ци-

линдрическим резонатором имеют матричные коэф-

фициенты с таким же поведением как и в [2], для ко-

торых в [3] доказана их принадлежность к простран-

ству 2 , а значит, возможность к использованию при 

их приближенном решении метода редукции. 

Формулирование проблемы. Метод редукции 

при решении БСЛАУ является универсальным, по-

скольку позволяет получить решение для произ-

вольных значений параметров задачи. Однако, не-

смотря на его универсальность, целесообразно вос-

пользоваться приближенным анализом, чтобы полу-

чить простые явные формулы в тех случаях, где это 

оказывается возможным. Это дает возможность не-

медленной оценки пригодности к практическому 

использованию той или иной структуры. 
 

Решение проблемы. 
Длинноволновое приближение. 

Hϕ -поляризация 
 

Формулы для определения коэффициентов пре-

образования на структуре в длинноволновом при-

ближении ( 1æ r << ) определим способом, исполь-

зованным при решении задачи о рассеянии волн на 

соединении полубесконечной коаксиальной линии и 

радиального волновода [4]. 

Выпишем систему (22) в [1]: 
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Представим (2) в виде 
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n n nP P Pν ν ν= + ,                      (8) 

а решение системы (1) как 
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(0)g g gν ν ν= + ,                             (9) 

и в выражениях для nP ν  удержим лишь слагаемые, 

пропорциональные 1/ ær . Тогда решение прибли-

женной системы (0)gν  будет отличаться от решения 

исходной системы gν  на величину 

(0)g g gν ν ν= − , 

пропорциональную 1ær << . 

Выражения для (0) ( 0)nP mν =  и nP ν  в (8) имеют 

вид 
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Выражение 
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Раскрывая его по правилу Лопиталя, найдем 
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Тогда (0)gν  будет  решением системы   
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Из представления (10) видно, что система (17) 

имеет вырожденное ядро и может быть записана как 
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Умножив (19) на νϕ  и просуммировав по ν , по-
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Подставляя значение (0)
ng в выражение для пра-

вой части (18), получим оценку 
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получим 
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Как следует из оценки (26), решения прибли-

женной системы уравнений (0)gν  отличаются от ре-

шения исходной системы (1) на величину, пропор-
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где C  определяется выражением (23). 
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Приближение "узкие щели". 
Hϕ -поляризация 
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мулу для коэффициентов отражения в верхний вол-

новод: 

2 p
n n nb e= δ +  

(1) (1)
0 0 02 0 0

(1)
00

( ) ( ) ( )
( 1)

( )
n

n
p

æ J æ H æ H j
e

H j

τ
+ − ×  

(1)
0 0 0 0

.
4 ( ) ( )

n p

r i æ SJ æ H æ

ψ ϕ
×

π ∆ − τ
            (41) 

После подстановки ng  в (31) с учетом (32) най-

дем коэффициенты прохождения в нижний волно-

вод :ns  

(0) (0) 00
0

1

4
2 n

n n n n n
0 n

s g e g
iæ

∞

=

τ
= + α β

π ∆   ∑ .      (42) 

 
Приближение геометрической оптики. 

Eϕ -поляризация 
 

Анализируя дифракционное поле при больших 

частотах ( 1 1)æ , ær>> >> , нужно учитывать, что 

амплитуды nb , mc , md , mf  и ns  убывают с ростом 

n  и m . Если 1æ n >>  и 1ær m>>  , где 1n  и 1m  – 

наибольшие номера гармоник с еще заметными ам-

плитудами, то в представлении полей можно учиты-
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вать только гармоники с номерами 1n n<  и 1m m<  

и приближенно для них принимать  

2 2 2
1 ( )2

n n æ j  æ n  æγ = − = − π ≈ , 

( )22 / 2mÃ  æ m r  æ.= − ≈   

Тогда уравнения (34) и (37) в [1] будут иметь вид 

0
0 (1)

11 ( )

p
n

n m n
m n

g c
H j

∞

=−∞

δ
= η β −∑ ,          (43) 

0

1
10

2 m
m n n2

n
c g j

iæ

∞

=

α
=

π Ω  
∑ ,                 (44) 

где                    
(1) (2)
1 1

0 (2) (1)
1 1

( ) ( )

( ) ( )

H æ H æ

H æ H æ

θ  
λ =

θ   
,                (45) 

0
0 (1)

11

1

( ) ( )H æ J æ

− λ
η =

  
,                   (46) 

(1)
(1) 0

0 0 11 (1)
1

( )
( ) ( )

( )

H æ
H æ J æ

H æ

 
Ω = η − −  

 
 

(2)
0

0 (2)
1

( )

( )

H æ

H æ

 
−λ

 
,                         (47) 

2
0

2 2
1

(2 )
æ

m
e m

i ær m
 −

α =
π −  

,                (48) 

2 4i ær
æe e π  

 = ,                         (49) 

(1)
1 10 1

2 2
1

( ) ( )
4 ( )

n
n

n

mj H æ J æi
ær æ j

  π
β = −

 −  
.           (50) 

Умножим (43) на 1nj  и просуммируем по n , а 

(44) умножим на 0
nβ  и просуммируем по m . Полу-

чим 

0
1 1 0

1 1
n n n m n

n n m
g j j c

∞ ∞ ∞

= = =−∞
= η β −∑ ∑ ∑  

1
(1)

11 ( )
p

p

j

H j
− ,                            (51) 

0 0
0

12
10

2 m n
m n n n

m m n
c g j

iæ

∞ ∞ ∞

=−∞ =−∞ =

α β
β =

π Ω  
∑ ∑ ∑ .     (52) 

Обозначим в (51) и (52) 

0
1

1
, ,n n n m m n

n m
g j c

∞ ∞

= =−∞
ξ = ζ = β∑ ∑          (53) 

 
1 1 0

1
0 0

2 2
0

;

2
.

n
n

m n

m

S j

S
iæ

∞

=
∞

=−∞

= η

α β
=

π Ω  

∑

∑
 (54) 

Уравнения (51) и (52) тогда примут вид 

1
1 (1)

11 ( )
p

n m
p

j
S

H j
ξ = ζ − ,                  (55) 

2m nSζ = ξ .                           (56) 

Из  (55)  и  (56) находим 

1
(1)

1 2 11( 1) ( )
p

n
p

j

S S H j
ξ =

−
,                (57) 

1 2
(1)

1 2 11( 1) ( )
p

m
p

j S

S S H j
ζ =

−
.                (58) 

Тогда коэффициенты преобразования в проме-

жуточной области  2  определятся как 

0 (1)
11

,
( )

p
n

n m
n

g
H j

δ
= η ζ −                  (59) 

0

0

2
,m

m n2c
iæ

α
= ξ

π Ω
                       (60) 

0.m mf c= η                            (61) 

Коэффициенты отражения в верхний волновод 

определяются выражением 
(1)2

11( 1) ( ) ,p
n n n n nb g e H j= − − δ  

поэтому в геометрооптическом приближении их 

можно рассчитывать по формуле 
(1)2 2

0 11( 1) ( ) .p
n m æ n n æb e H j e= η ζ − − δ        (62) 

Коэффициенты прохождения в нижний волновод 

в соответствии с [1] равны 

( 1)
2

/ 2

m
mm

n n m n
m

s c
m r

∞

=−∞

− η
= − γ β∑ ,        (63) 

а после подстановки в (63) выражения (60) имеем 

 

1
2 2

1
(1)2

0 11
2

0

2 2

2

( 1) ( ) ( )

( 1) .
(2 )

n n
n

n

æ

m

m

j
s

æ j

e H æ J æ

iæ

m
ær m

∞

=−∞

ξ
= ×

−

− η
× ×

π Ω

−
×

−
∑

   (64) 
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Hϕ -поляризация 
 

Уравнения  (16) и (20) в [1] при n mæ, Ã æγ ≈ ≈  

будут иметь вид 

0
0 (1)

00 ( )

p
n

n n m
m n

g c
H j

∞

=−∞

δ
= τ β +∑ ,           (65) 

0

0 1

2
,m

m n
n

c g
i æ

∞

=

α
= −

π ∆ ∑                      (66) 

где                
(1) (2)
1 1

0 0(1) (2)
0 0

( ) ( )

( ) ( )

H æ H æ

H æ H æ
∆ = − σ −  

(1)
0 10 ( ) ( )H æ J æ−τ ,                     (67) 

(1) (2)
0 0

0 (2) (1)
0 0

( ) ( )
,

( ) ( )

H æ H æ

H æ H æ

θ
σ =

θ
                (68) 

0
0 (1)

00

1
,

( ) ( )H æ J æ

− σ
τ =                    (69) 

(1)2
00 0

2 2
0

( ) ( )
,

2n
n

æ J æ H æi
æ j

π
β = −

−
            (70) 

2
0

2 2
1

.
(2 )

æ
m

e æ
i ær m
−

α =
π −

             (71) 

Обозначим в (65) и (66): 

1
,m m n n

m n
c g

∞ ∞

=−∞ =
φ = ε =∑ ∑             (72) 

и просуммируем (65) по n , а (66) – по m . Получим: 

0
0 (1)

1 00

1 ,
( )

n n
n pH j

∞

=
ε = τ β +∑               (73) 

0

0

2 m
m n

m i æ

∞

=−∞

α
φ = − ε

π ∆∑                   (74) 

или                    3 (1)
00

1 ,
( )

n m
p

S
H j

ε = φ +                  (75) 

4 ,m nSφ = ε                             (76) 

где 

 

0
3 0

1
0

4
0

;

2
.

n
n

m

m

S

S
i æ

∞

=
∞

=−∞

= τ β

α
= −

π ∆

∑

∑
        (77) 

Из (75) и (76) находим: 

(1)
3 4 00

1
(1 ) ( )

n
pS S H j

ε =
−

,               (78) 

4
(1)

3 4 00(1 ) ( )
m

p

S

S S H j
φ =

−
.               (79) 

Тогда для коэффициентов преобразования в об-

ласти  2  имеем 

0
0 (1)

00

,
( )

p
n

n n m
n

g
H j

δ
= τ β φ +                (80) 

0

0

2
,m

m nc
i æ
α

= − ε
π ∆

                      (81) 

0m mf c= τ .                           (82) 

Коэффициенты отражения в верхний волновод nb  

для Hϕ -поляризации определяются выражением  (28) 

и в случае геометрооптического приближения равны 
(1)2 0

0 00( 1) ( )n æ n m nb e H j= − τ β φ +  

2 .p
æ ne+ δ                                 (83) 

Коэффициенты прохождения в нижний волновод 

для Hϕ -поляризации определяются по формуле 

(31), а с учетом (82) и (81) они равны 

0
0

2
0

4 ( 1)
2

2
æ n n

n n æ
r e

s g e
⎡ − τ β ε

= + ×⎢
π ∆⎢⎣

 

2 2
( 1) .

(2 )

m

m m ær

∞

=−∞

⎤−
× ⎥

− ⎥⎦
∑                     (84) 

Вычислим суммы 3S  и 4S , входящие в коэффи-

циенты преобразования: 

(1)0 2
3 0 0 0 0

1
( ) (

2n
n

iS æ J æ H æ)
∞

=

π
= τ β = τ ×∑  

(1)2
0 0 02 2

1 0

1 ( ) ( )
2n n

i æ J æ H æ
j æ

∞

=

π
× = τ ×

−
∑       (85) 

( ) 2 21

1 .
0, 25n n æ

∞

=
×

− π −⎡ ⎤⎣ ⎦
∑  

Сумму в (85) запишем в виде разности двух 

сумм и используем для них интегральное представ-

ление: 
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( ) 2 21

1

0, 25n n æ

∞

=
=

− π −⎡ ⎤⎣ ⎦
∑  

=
1

1 1
2 ( 0,25)næ n æ

∞

=

⎧⎪ −⎨
− π −⎪⎩

∑
1

1
( 0,25)n n æ

∞

=

⎫⎪ =⎬
− π + ⎪⎭

∑  

=
1

1
2 ( 0,25)

dx
x æ

∞⎧⎪ −⎨
− π −⎪⎩

∫
1 ( 0,25)

dx
x æ

∞ ⎫⎪ =⎬
− π + ⎪⎭

∫  

1

1 ( 0, 25)ln
2 ( 0,25)

x æ
æ x æ

∞
⎧ ⎫− π −⎪ ⎪= =⎨ ⎬π − π +⎪ ⎪⎩ ⎭

 

1 0,75ln .
2 0,75

æ
æ æ

π +
=

π π −
 

Тогда 

(1)
3 0 0 0

0,75( ) ( ) .
4 0,75
i æS æJ æ H æ ln

æ
π +

= τ
π −

 

Сумма  4S  согласно (68) равна 

0
0

4
0 0

2 4m
m

m m
S

i æ i æ

∞ ∞

=−∞ =−∞

α
= − = − α =

π ∆ π ∆∑ ∑  

2 2 2
10

2( 1) 1 12 .
(2 ) (2 )

2
æ

2
m

e
ær m ær

∞

=

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

π ∆ −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

Запишем сумму по m  как 

2 2
1

1
(2 )m m ær

∞

=
=

−
∑  

1 1

1 1 1
4 2 2m mær m ær m ær

∞ ∞

= =

⎡ ⎤
= − =⎢ ⎥

− +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑  

1 1

1
4 2 2

dx dx
ær x ær x ær

∞ ∞⎡ ⎤
⎢ ⎥= − =

− +⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

1

1 2ln
4

x ær
ær x 2ær

∞−
= =

+
1 2 1ln

4 1
ær

ær 2ær
+⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎝ ⎠
. 

Тогда окончательно имеем 

4
0

1 1 2 1ln .
2 1

2
æ

2
e ærS

ær 2ærær
− ⎧ + ⎫⎛ ⎞= −⎨ ⎬⎜ ⎟−⎝ ⎠π ∆ ⎩ ⎭

 

  

Заключение 
 

На основе строгого решения задач дифракции 

электромагнитных волн обеих поляризаций на сим-

метричном стыке двух круглых волноводов c ци-

линдрическим резонатором в длинноволновом при-

ближении, приближениях "узкие щели" и геометри-

ческой оптики получены достаточно простые явные 

формулы, позволяющие быстро и с достаточной для 

практики точностью вычислять коэффициенты пре-

образования на такой структуре. 
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