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Исследовано влияние типа алгоритма „формирования диаграммы направленности” на точностные пока-
затели модифицированного алгоритма Root-MUSIC с помощью имитационного моделирования. Показа-
но, что эффективность модифицированного алгоритма Root-MUSIC зависит от уровня боковых лепест-
ков формируемой „диаграммы направленности”. Предпочтительным для совместного использования с 
алгоритмом Root-MUSIC является алгоритм „формирования диаграммы направленности”, обеспечи-
вающий более низкий уровень боковых лепестков, чем алгоритм Бартлетта 
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Постановка проблемы  

Одной из задач систем с пространственно-

временной обработкой сигналов, построенных на 

базе антенных решеток (АР), является угловое раз-

решение сигналов, приходящих с близких направле-

ний. Разрешающая способность по угловым коорди-

натам традиционных методов ограничена размерами 

апертуры АР.  

 

Анализ известных достижений 

В технической литературе особое внимание уде-

ляется собственноструктурным (СС) алгоритмам, 

которые позволяют получать раздельные оценки 

источников излучения в условиях отсутствия раз-

решения между ними по критерию Рэлея (в режиме 

сверхразрешения). Данные алгоритмы имеют более 

высокие точностные характеристики по сравнению с 

ранее предложенными алгоритмами со сверхразре-

шением [1]. Кроме того, известно, что СС алгорит-

мы уступают в точности оценивания угловых коор-

динат при низком отношении сигнал-шум (ОСШ) 

алгоритмам, основанным на методе максимального 

правдоподобия (таким как алгоритм взвешенной 

подгонки подпространств (weighted subspace fitting) 

[1]). Однако по количеству требуемых вычислений 

СС алгоритмы значительно проще в реализации. 

Это обуславливает попытки повысить точностные 

характеристики СС алгоритмов при низком ОСШ. 

Известны работы [2,3], направленные на повы-

шение точностных характеристик СС алгоритмов в 

области порогового ОСШ (область низких значений 

ОСШ, при котором происходит резкое увеличение 

среднеквадратических ошибок оценивания угловых 

координат источников излучения). Так, в работе [3] 

предложен модифицированный алгоритм Root-

MUSIC, который основан на комбинировании алго-

ритма Root-MUSIC и алгоритма „формирования 

диаграммы направленности” (например, алгоритма 

Бартлетта), что позволяет снизить величину средне-

квадратического отклонения оценок угловых коор-

динат для алгоритма Root-MUSIC в области порого-

вого ОСШ. 

В зарубежной технической литературе для тер-

мина „алгоритм формирования диаграммы направ-

ленности (ФДН)” используется следующий его ва-

риант – формирователь луча (beamformer) [3]. Ис-

пользуем термин „алгоритм формирования диа-

граммы направленности”, а не „формирователь диа-

граммы направленности” или „формирователь лу-

ча”, т.к. речь идет не об устройстве формирования 



диаграммы направленности, а об алгоритме, в ходе 

вычисления которого получают некую спектраль-

ную функцию (СФ) [4]. Она имеет „диаграммопо-

добный” вид, но не является диаграммой направ-

ленности в классическом смысле, поэтому при при-

менении сокращения ФДН берем его в кавычки. 

 

Цель работы 

Но остается не выясненным вопрос о влиянии 

типа алгоритма „формирования диаграммы направ-

ленности” („ФДН”) на точность оценок угловых ко-

ординат источников излучения модифицированным 

алгоритмом Root-MUSIC. По этой причине авторы 

статьи произвели анализ точностных характеристик 

модифицированного алгоритма Root-MUSIC при 

использовании разных алгоритмов „ФДН”. 

 

Постановка задачи 

Рассмотрим линейную эквидистантную АР 

(ЛЭАР) из M  идентичных элементов. Элементы АР 

возбуждаются узкополосными сигналами V  источ-

ников излучения, расположенных в дальней зоне 

АР. Вследствие этого, запаздывание волны от каж-

дого источника излучения вдоль апертуры АР учи-

тывается только в набеге фазы. Наблюдения ведутся 

на фоне собственных шумов антенных элементов. 

Задача оценивания угловых координат V источ-

ников излучения для рассматриваемого случая мо-

жет быть сведена к оцениванию вектора параметров 

 ],,[ 1 V θ  в следующей модели 
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где )(ty - 1M  вектор сигналов, принятых АР (так 

называемый „снимок” данных); )(θA - VM   мат-

рица вида )](),...,([)( 1 V aaθA  ; )(a  - 1M  век-

тор, описывающий амплитудно-фазовое распреде-

ление сигнала на раскрыве АР; )(tx - 1V  вектор 

комплексных огибающих сигналов; )(tn - 1M  век-

тор комплексной огибающей белого (во времени и 

пространстве) аддитивного шума; N  - число сним-

ков данных. Число источников V  предполагается 

известным. Таким образом, требуется оценить угло-

вые координаты источников излучения на основа-

нии имеющихся в наличии измерений )(ty .  

Пусть сигналы источников - случайные ком-

плексные гауссовские процессы, белые по времени с 

нулевым математическим ожиданием и ковариаци-

онной матрицей (КМ) )]()([ ttE  xxP , где ][E  и 

H)(  обозначают  математическое ожидание и эрми-

тово транспонирование. Следовательно, КМ прини-

маемых АР сигналов R  имеет вид: 

IθAPθAxxR 2)()()]()([   ttE ,   ( 2 ) 

где I - MM   единичная матрица, 2  - дисперсия 

шума в каналах решетки.  

Выборочная КМ, полученная на основании N  

снимков, определяется как 
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Для оценки угловых координат источников из-

лучения СС алгоритмами осуществляется разложе-

ние по собственным значениям и собственным век-

торам матрицы R̂ :  
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где Mii ,,1,ˆ   упорядоченная по убыванию по-

следовательность собственных значений этой мат-

рицы, а iû  - собственные векторы, соответствую-

щие этим собственным значениям. 

Полином алгоритма Root-MUSIC имеет следую-

щий вид  
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nn

T
rm aUUa                                             (5) 

где TMzzz ],,,1[)( 1 a , )exp( jz  , 1-j  , 

xθ/λπdω sin2 , d  - расстояние между элементами, 



xλ  - длина волны, T)(  означает операцию транспо-

нирования, nÛ - матрица размерности )( VMM  , 

состоящая из ’’шумовых’’ собственных векторов 

ковариационной матрицы R̂ , соответствующих ее 

VM   наименьшим собственным значениям. Дан-

ный полином имеет порядок 22 M . Корни поли-

нома встречаются в зеркальных парах относительно 

единичной окружности, расположенной на ком-

плексной плоскости. Поэтому, для оценивания угло-

вых координат источников излучения отбираются 

1M  корней полинома, которые находятся внутри 

единичной окружности: )exp( mmm jrz  , 

1,,1  Mm  , при этом mrrr  111 21  . 

Затем из этих 1M  корней отбираются V  корней, 

наиболее близких к единичной окружности, и по 

ним определяются угловые координаты источников 

излучения 

))2/arcsin((ˆ
vxv d   , Vv ,,1          ( 6) 

На рис.1 показано расположение корней поли-

нома алгоритма Root-MUSIC для случая воздейст-

вия на ЛЭАР из 10 элементов двух равномощных 

(ОСШ=6дБ) источников излучения с угловыми ко-

ординатами 201  , 242 . Положение двух 

сигнальных корней, находящихся внутри единичной 

окружности, отмечено радиальными линиями. 

Обычный алгоритм „ФДН” на примере алгорит-

ма Бартлетта может быть представлен в виде: 

          )(ˆ)()( θθθP H
B aRa  .                 (7) 

В общем виде выражение для алгоритма „ФДН” 

может быть представлено как [3] 

  )(ˆ)()( θθP HH
ФДН WaRWa  ,          (8) 

где W  - диагональная взвешивающая матрица. 

Случай IW  соответствует (7). Алгоритм „ФДН” 

Дольфа-Чебышева, обеспечивающий более низкий 

уровень боковых лепестков „диаграммы направлен-

ности”, может быть представлен в виде (8) при со-

ответствующем построении матрицы W  [3]. 

 

Рис. 1. Расположение корней полинома алгоритма 
Root-MUSIC 

 

Модифицированный алгоритм Root-MUSIC мо-

жет  быть представлен в виде следующей последо-

вательности шагов [3]: 

1. Вычислить корни полинома алгоритма Root-

MUSIC. Отобрать из 22 M  корней полинома 

1M  корней, находящихся внутри единичной ок-

ружности. Вычислить соответствующие этим кор-

ням углы 1,1, ,, Mкандканд   , являющиеся „канди-

датами” в оценки угловых координат источников 

излучения (из 1M  углов mканд, ,  1,,1  Mm   

на последующем шаге отбираются только V ).  

2. Для углов 1,1, ,, Mкандканд    вычислить зна-

чения )( , mкандФДНP  , 1,,1  Mm  . Отобрать в 

качестве оценок угловых координат источников из-

лучения V углов, соответствующих максимальным 

значениям )(ФДНP .  

Таким образом, в отличие от алгоритма Root-

MUSIC, в котором сигнальные корни полинома оп-

ределяются на основании их близости к единичной 

окружности, сигнальные корни модифицированного 

алгоритма Root-MUSIC получают на основании зна-

чений спектральной функции (значений  )(ФДНP ). 

На рис. 2 показана нормированная спектральная 

функция (СФ) алгоритма Бартлетта (7) и модули 

корней полинома алгоритма (МКПА) Root-MUSIC 
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для сценария рис. 1 (за исключением ОСШ, которое 

в этом случае равнялось –5дБ). Вертикальные линии 

соответствуют 201  , 242  (истинным коор-

динатам источников излучения), а линия со звездоч-

ками - углу 92.0 , который является оценкой уг-

ловой координаты алгоритма Root-MUSIC для одно-

го из источников излучения. 

Рис. 2. Нормированная спектральная функция (СФ) 
алгоритма Бартлетта (7) и модули корней полинома 
алгоритма (МКПА) Root-MUSIC для сценария рис. 1 

 

С целью исследования влияния типа алгоритма 

„ФДН” на точностные показатели модифицирован-

ного алгоритма Root-MUSIC было проведено ими-

тационное моделирование. Моделировался процесс 

разрешения двух равномощных источников с угло-

выми координатами 201  , 242  при исполь-

зовании 10M - элементной ЛЭАР. Число экспе-

риментов при моделировании 1000L  а число 

временных выборок по которым оценивалась выбо-

рочная КМ 100N  В каждом из испытаний опре-

делялась погрешность оценивания угловых коорди-

нат источников излучения для алгоритма 

RootMUSIC и модифицированного алгоритма 

RootMUSIC при использовании алгоритма Барт-

летта (Modified Root-MUSIC (1)) и алгоритма 

’’ФДН’’ Дольфа-Чебышева (Modified Root-MUSIC 

(2)). Затем квадраты погрешностей усреднялись по 

двум источникам и по общему числу испытаний. На 

рис. 3 показаны зависимости среднеквадратической 

ошибки оценивания угловых координат как функ-

ции ОСШ для трех вышеуказанных алгоритмов.  

Рис. 3. Зависимости среднеквадратической ошибки 
оценивания угловых координат как функции ОСШ 

 

Из рисунка видно, что пороговое ОСШ модифи-

цированного алгоритма RootMUSIC ниже порого-

вого ОСШ алгоритма RootMUSIC. Кроме того, 

видно, что использование алгоритма „ФДН” Доль-

фа-Чебышева (обеспечивающего уровень боковых 

лепестков СФ, равный –20дБ), позволяет повысить 

точностные показатели модифицированного алго-

ритма RootMUSIC в области порового ОСШ. Дан-

ный факт может быть объяснен тем, что при низком 

ОСШ сигнальные корни полинома алгоритма 

RootMUSIC, попадающие (при реализации второго 

шага модифицированного алгоритма RootMUSIC) 

в область основного лепестка „ДН”, могут иметь 

величину )(ФДНP  меньше, чем несигнальные кор-

ни, попадающие в область боковых лепестков. При 

этом на втором шаге модифицированного алгоритма 

RootMUSIC вместо сигнального корня будет оши-

бочно использован несигнальный. Так, на рис. 4 по-

казана ситуация (для сценария рис. 1, но ОСШ=–

6дБ), когда на втором шаге модифицированного ал-

горитма RootMUSIC для одного из источников бу-

дет отбираться в качестве оценки угловой координа-

ты источника угол 93.5  (линия с кружочками) а 

не 61.35  (линия с ромбиками). Линией со звез-

дочками отмечено положение корня полинома алго-

ритма RootMUSIC, соответствующего оценке уг-
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ловой координаты ( 5.32 ) одного из источни-

ков этого алгоритма. 

Рис. 4. Результаты расчета для ситуации рис. 1 

 

Таким образом, в работе осуществлен анализ 

влияния типа алгоритма „ФДН” на точностные по-

казатели модифицированного алгоритма 

RootMUSIC, но не представлены результаты моде-

лирования для случаев оценивания угловых коорди-

нат модифицированным алгоритмом RootMUSIC 

1) источников излучения с разной мощностью и 2) 

нескольких равномощных источников излучения в 

условиях воздействия источника с существенно 

большей мощностью, угловая координата которого 

соответствует боковым лепесткам „ДН”. Однако, 

эти результаты позволяют утверждать о целесооб-

разности  использования алгоритма „ФДН” с низким 

уровнем боковых лепестков спектральной функции 

и в этих представляющих практический интерес 

случаях. Результаты работы целесообразно исполь-

зовать при получении модификаций алгоритма 

RootMUSIC в случае применения метода унитар-

ных преобразований или предварительного форми-

рования парциальных лучей. 

 

Выводы 

1. Совместное использование алгоритма 

RootMUSIC и алгоритма „формирования диаграм-

мы направленности” позволяет улучшить точност-

ные показатели первого при низком ОСШ. 

2. Эффективность модифицированного алгорит-

ма RootMUSIC зависит от типа используемого ал-

горитма „ФДН”, а именно от обеспечиваемого 

уровня боковых лепестков спектральной функции. 

При этом повышение точностных характеристик 

модифицированного алгоритма RootMUSIC при 

низком ОСШ может быть получено за счет исполь-

зования алгоритма „ФДН”, обеспечивающего более 

низкий уровень боковых лепестков, чем алгоритм 

Бартлетта (например, алгоритма „ФДН” Дольфа-

Чебышева).  
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