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Введены два новых гибридных интегральных преобразования на полупрямой с петлями и 
формулы обращения для них. Эти преобразования расширяют возможности классического 
метода Фурье и применены к решению двух новых задач теплопроводности, а также получе-
ны их точные решения. 
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1. Введение 

Новые интегральные преобразования (ИП) открывают путь к решению но-
вых задач математической физики. Классические интегральные преобразования 
(Фурье, Ханкеля, Мелера – Фока и др.) значительно расширили класс задач, раз-
решимых методом разделения переменных. Эти достижения достаточно полно 
представлены в книгах [1 – 4]. В последние десятилетия появились неклассические 
ИП, построенные на собственных функциях спектральных задач с разрывными ко-
эффициентами [5 – 7]. Они приспособлены к решению задач математической фи-
зики для неоднородных тел. В настоящей статье представлены новые гибридные 
ИП Фурье и Фурье – Бесселя на полубесконечной прямой с петлями и дано их 
приложение к решению некоторых новых задач теплопроводности. Спектр этих 
новых ИП – смешанный, поэтому разложение произвольной функции содержит 
ряд и интеграл. 
 
2. Постановка задачи, новые преобразования Фурье на смешанном спектре 

1. Надо найти собственные значения и собственные функции задачи: 

0)( 2
1

2 =+′′ kk yay λ ,   ( )l,Ix k 0=∈ ,   21,k = ; (1.1) 

0)( 3
2
2

2
3 =+′′ yay λ ,   ( );,lIx ∞=∈ 3  (1.2) 

( ) ( )00 21 yy = , ( ) ( ) 000 21 =′+′ yy , ( ) ∞<∞3y ,  

( ) ( ) ( )lylyly 321 == ,   ( ) ( )[ ] ( ) 032211 =′−′+′ lylyly µµ . (1.3) 

Здесь 0>kµ , 0>ka , −x дуговая 
координата, направление отсчета которой 
указано на рис. 1, l2  – длина дуги петли. 
Начало отсчета 0=x  выбрано в средней 
точке петли – узле графа lx =  (см. рис. 1). 

Необходимо произвольную функцию 
представить в виде разложения по найден-
ным собственным функциям. 

 
 

Рис. 1. Граф спектральной задачи 
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Нетрудно проверить, что спектр такой задачи – неотрицательный, поэтому 

спектральный параметр взят в виде 2λ . Спектр задачи является смешанным. Дис-

кретная его часть определяется уравнением ,l
a

sin 0
1

=λ  т. е. 1a
l

n
n

πλ = . 

Собственные функции для этих собственных значений имеют вид 
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Для непрерывной части спектра имеем собственную функцию: 
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где обозначено 21122 a⋅= µδ ,  2112 µµµ = ,  1221 aaa = . 
На графе (см. рис. 1) задана функция, удовлетворяющая условиям Дирих-

ле, и ( ) ( ) ( ) ( )( )Txf,xf,xfxf 321= , kIx ∈  в ( )xfk , ( ) ( )∞∈ ,lLxf3 . 

Эту функцию надо разложить по функциям ( )n,xy λ , ( )λ,xz  т. е. предста-
вить в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) λλλλ d,xzg,xyaxf
n

nn ∫∑
∞∞

=
+=

01

,   )( 321 IIIx UU∈ . (1.6) 

Для этого сложим первые две строки последнего равенства. В итоге найдем: 
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Функция ( ) ( )Tz,z,xz 311 =λ  удовлетворяет условиям 

( ) 001 =′z ,  ( ) ( )lzlz 31 = ,  ( ) ( )lzlz 31 ′⋅=′ ν ,  ( ) ∞<∞3z ,  
1

2
2µ
µν =  

и уравнениям (1.1),(1.2). Такая задача о разложении решена в работе [6]. Вос-
пользуемся результатами этой работы и запишем окончательную формулу обра-
щения для равенства (1.7): 
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(1.8) 

После этого можно определить коэффициенты na  в (1.6). Действительно, 
первую строку (1.6) с учетом (1.7), (1.8) можно записать в виде 
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n x
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Из нее находим 

( ) ( )[ ]∫ −=
l

n xdx
l

nsinxfxf
l

a
0

21
1 π . (1.9) 

Задача о разложении произвольной функции, заданной на графе, по систе-
ме собственных функций спектральной задачи (1.1) – (1.3) формально решена. 
Если обозначить правую часть равенства (1.6) через ( )xi , то можно показать, что 

( ) ( ) ( )
2

00 −++= xfxf
xi kk  при 321 ,,k =  и lx ≠ ; ( ) ( ) ( )( ) ( )

21

32211
2 µµ

µµ
+

++= lflflf
li . 

2. Обобщение на N  одинаковых петель (рис. 2). 
Все петли имеют длину l2  и параметр 

1a , прямолинейный участок – параметр 2a . 
Как и в п. 1, начало отсчета в каждой локаль-
ной системе координат поместим в середин-
ную точку дуги петли. Решения спектральной 
задачи для петли с номером k  ( N...,,,k 21= ) 

будем обозначать kjy , 21,j = . 

Условия сопряжения в точке 0=x  и в 
узле графа будут такими: 

 
 

Рис. 2. N  петель 
 

( ) ( )00 21 kk yy = , ( ) ( ) 000 21 =′+′ kk yy , ( ) ( ) ( )lylyly Nkk 121 +== , N...,,,k 21= , 
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1121 =′⋅−′+′∑
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k
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(1.10) 

Решения уравнений (1.1) ищем в виде 

x
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При этом часть условий сопряжений учтены, оставшиеся условия (1.10) 
приводят к системе равенств 
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(1.11) 

Из этой системы следует: 

1) 0
1

=l
a

sin λ ,   1arnn ⋅=λ ,   
l

nrn
π= ,   01 ==+ kN BA , 

( ) ( ) xrsin,a...,,ar,xy n
T

Nnnn ⋅±±= 011 , 

(1.12) 

где верхний знак относится к одной, вполне определенной, половине петли, ниж-
ний знак – к другой; 
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Собственная функция в этом случае имеет вид 
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Для установления разложения произвольной функции 

( ) ( ) ( ) ( )( )TN xf,...,xf,xfxf 121 += , ( ) ( ) ( )( )Tkkk xf,xfxf 21= , N...,,,k 21= , 
заданной на графе (см. рис. 2), cоставим равенство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫∑
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в котором величины kna , knB и ( )λg  подлежат определению. 

Сложим в (1.15) попарно первые N2  строк, в результате получим 

[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )∑ ∫
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В последней формуле: 

( ) ( )2121 kkk ffx +=ϕ ,   ( ) ( ) ( ) ( )[ ] TT ,xz,axcos,...,,,xz λλλ 11 111= . 

Просуммируем в ней первые N  строк с весами 1µ , 2µ , …, Nµ  соответ-

ственно. С учетом того, что величины ( )nBk  связаны соотношением 
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где ( ) ( ) ( )[ ]TN xf,xxF 1+= φ ; ( ) ( )∑
=

=
N

k
kk x

m
x

1

1 ϕµφ . Из этого равенства определяем 

функцию ( )λg  по формуле (1.8), в которой следует параметр δ  заменить на ,1δ  а 

параметр ν  – на mN 211 += µν . 
Из (1.16) с учетом (1.17) найдем равенство 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=
=

1
2121

n
n

T
N

T
N xscosnB,...,nB,nBx,...,x,x φφφ , (1.18) 

где ( ) ( ) ( )xxx kk φϕφ −= , которое дает возможность определить неизвестные 

( )nBk  как коэффициенты рядов Фурье по системе функций xscos n : 

( ) ( )∫=
l

nkk tdtscost
l

nB
0

2 φ . (1.19) 

После этого из равенства (1.15) следует равенство 

( ) ( )( ) ∑
∞

=
=−

1
212
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n
nknkk xrsinaxfxf ,   ( )l,x 0∈ . (1.20) 

Из него найдем коэффициенты kna : 

( ) ( )[ ]∫ −=
l

nkkkn tdtrsintftf
l

a
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21
1 . (1.21) 

Следует отметить, что формулы (1.16), 
(1.19) и формула обращения (1.8) дают пря-
мое и обратное преобразование Фурье на 
( )1+N -звенном графе (рис. 3) с условием 
второго рода на краях коротких звеньев. Этот 
промежуточный результат сам по себе явля-
ется новым, так как ранее в научной литера-
туре такие (или подобные им) преобразования 
авторам не встречались. 

 
 

Рис. 3. ( )1+N -звенный граф 
 

3. Гибридное интегральное преобразование Фурье – Бесселя 
 

Для простоты изложения берем две петли с параметром 11 =a . На интер-

вале ( )∞,l  имеем уравнение Бесселя 0
2

2
22 =+′+′′ yxyy λ . Условия сопряжения 

и краевые условия – прежние. Собственные функции задачи Штурма – Лиувилля 
(Ш-Л) будут такими: 
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В последней формуле ( )xJ0 , ( )xY0  – функции Бесселя [4], 

( ) ( ) ( )[ ]lcoslYlsinlYklm λλλλπλλ 1012
−= , 

( ) ( ) ( )[ ]lcoslJlsinlJkln λλλλπλλ 1012
+−= ,   ( ) 1

3211 2 −+= µµµk . 

Функцию ( ) ( ) ( ) ( )( )Txf,xf,xfxf 321= , ( )Tkkk f,ff 21= , 21,k = , заданную на 
графе (см. рис. 2), но с двумя петлями, представим в виде разложения по соб-
ственным функциям: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑ ∫
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=

∞

=

∞
⋅++=

1 0 0
321

n n
nn d,xybs,xyr,xyxf λλλ ,   ( ) ( )∞∈ ,ll,x U0 . (1.22) 

Как и раньше, коэффициенты kna  и ( )nAk  ( )21,k =  определим по форму-

лам (1.19), (1.21). Затем из (1.22) с учетом найденных kna , ( )nAk  придем к фор-
муле 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
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 ++

0
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1
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λλµµϕµϕµ dxYnxJm
xcosb

xf
. (1.23) 

Разложение (1.23) является гибридным ИП Фурье – Бесселя [5] c ядром 
( ) xcos,xw λλ = , когда ( )l,x 0∈  и ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xYnxJm,xw λλλλλ 00 += , когда .lx >  В 

точке сопряжения функция ( )λ,xw =  удовлетворяет условиям 

( ) ( )00 +=− lwlw ,   ( ) ( )00 1
1 +′=−′ − lwklw . 

Воспользуемся результатом из работы [5] и запишем формулу для ( )λb : 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫
∞−

+=
0

122
1 dt,twttFnmkb λρλλλλ , (1.24) 

где 
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>
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,l,x,xxxF

3

1
21211 0µµϕµϕµ  

Отметим, что равенства (1.22), (1.19) и (1.24) дают прямое и обратное ги-
бридное ИП Фурье – Бесселя на четырехзубой «вилке» с условиями второго рода 
на краях коротких звеньев. 

 
3. Приложение к задачам математической физики 

 
1. Распространение тепла в бесконечном стержне с петлей (см. рис. 1). 
В узле стержня расположен источник тепла, мощность которого изменяется 

во времени по закону ( )tϕ . Уравнения, условия сопряжения и краевое условие 
этой задачи будут такими: 
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t
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a
x

u k
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k
∂

∂=
∂

∂ −2
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2
,   ( ) ( )t,ut,u 00 21 = ,   ( ) ( ) 000 21 =′+′ t,ut,u , ( ) ∞<∞ t,u3 , 

( ) ( ) ( ),t,lut,lut,lu 321 ==    ( ) ( )[ ] ( ) ( )tt,lut,lut,lu ϕµµ =′−′+′ 32211 ,   0>t . 

(2.1) 

Здесь 1µ , 2µ  – коэффициенты теплопроводности частей стержня (петли и 
полупрямой). Начальные условия задачи примем нулевыми. 

Приведем условия (2.1) для неизвестных ( )t,xwk  к однородным с помощью 
замены: 

( ) ( )t,xwt,xu kk =  ( )21,k = ,   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )texlt,xwt,xu lx ϕµ ⋅−+= −−−1
233 . 

Для новых неизвестных функций ( )t,xwk  будем иметь однородные усло-
вия сопряжения, ограниченность на бесконечности, начальные условия 

( ) 00 =,xwk  ( )21,k = ,   ( ) ( ) ( ) ( )00 1
23 ϕµ lxelx,xw −−− −=  (2.2) 

и уравнения 

( )




 +∂
∂=

∂
∂ − t,x

t
w

a
x

w
k

k
k

k φ2
2

2
,   ( ) 0≡t,xkφ  ( )21,k = , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]txltlxaet,x lx ϕϕµφ ′−+−−= −−−− 22
2

1
23 . 

(2.3) 

Для решения этой новой задачи функцию ( ) ( )T,,t,x 321 φφφφ =  представим в 
виде разложения по собственным функциям однородной задачи (1.5) (формулы 
(1.6), (1.8) при 0=na ): 

( ) ( ) ( )∫
∞

=
0

λλλφ dt,g,xzt,x ,   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

−=
l

d,zrt,t,g ξλξξξφλωπλ 33
12 . 

Здесь отсутствует ряд, так как на петле ( ) .t,x 0≡φ  

Функцию ( ) ( )Tw,w,wt,xw 321=  также представим  в аналогичном виде: 

( ) ( ) ( )∫
∞

=
0

,d,xz,tTt,xw λλλ  

где для неизвестной функции ( )λ,tT  имеем уравнение 

( ) ( )t,gTT λπλωλ 22 =+′ . (2.4) 

Начальное условие для ( )λ,tT  получим из разложения начальной функции 

(2.2) по функциям ( )λ,xz : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dx,xzxr,xw,T
l

λπλωλαλ ∫
∞

==
2

020 . 

Функция ( )λ,tT  определяется. Этим заканчивается решение поставленной 
задачи. 

2. Распределение теплового потенциала в тонкой оболочке [8]. 
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Оболочка представляет собой прямой тонкий цилиндр с присоединенной к 
нему по образующей полуполосой. Цилиндр и полуполоса имеют совершенный 
тепловой контакт, одинаковую высоту h  и изготовлены из одного материала. Рас-
положим систему координат так, чтобы ось Oy  совпадала с линией соединения 

цилиндра и полуполосы, при этом 0≥≥ yh . В поперечном сечении такой кон-
струкции будем иметь граф, изображенный на рис. 1, переменная x  имеет тот же 
смысл, что и на этом рисунке. 

Необходимо найти решение уравнения теплопроводности: 

t
u

y

u

x

u kkk
∂

∂=
∂

∂+
∂

∂
2

2

2

2
   ( )21,k =  

при нулевых условиях на границе оболочки и начальных условиях: 

( ) ( ) [ ]Tf,f,fy,xf,y,xu 3210 == . 
Решение этого уравнения c учетом граничных условий выберем в виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑ ∫
∞

=

∞

=

∞
−−













+=
1 1 0

22

m
m

n

t
mn

t
n ysin,xzeAd,xyemat,y,xu mnm αλλλλ γγ , 

где ( )λmA , ( )man  – неизвестные, 
h

m
m

πα = , 222 λαγ += mm , 222
nmnm λαγ += ; 

( )n,xy λ , ( )λ,xz  – собственные функции (1.4), (1.5), в последней из которых сле-

дует положить 12121 ==== µµaa . 
Начальные условия приводят к равенству 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑∑∑
∞ ∞

=

∞

=

∞

=
=+⋅

0 11 1 m
mm

n m
nmn y,xfysin,xzAd,xyysinma αλλλλα , 

( ) ( )∞∈ ,ll,x U0 ,   ( )h,y 0∈ . 
Обращая этот ряд Фурье, находим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )m,xfd,xzAn,xyma m
n

n =+ ∫∑
∞∞

=
λλλ

01

,   ( ) ( )∞∈ ,ll,x U0 , 

( ) ( ) ( )ydyhmsiny,xf
h

m,xf
h

∫=
0

2 π . 

(2.5) 

Остается к (2.5) применить формулы обращения (1.8),(1.9) и определить 
неизвестные ( )man  и ( )λmA . В итоге все неизвестные определены. 
 

Выводы 
 

Получены новые гибридные интегральные преобразования Фурье и Фурье – 
Бесселя, с помощью которых классическим методом разделения переменных по-
лучены точные решения двух новых задач нестационарной теории теплопровод-
ности. 
 



Открытые информационные и компьютерные интегрированные технологии № 73, 2016 

135 

Список литературы 
 

1. Уфлянд, Я. С. Интегральные преобразования в теории упругости [Текст] / 
Я. С. Уфлянд. – Л.: Наука, 1968. – 402 с. 

2. Улитко, А. Ф. Метод векторных собственных функций [Текст] / 
A. Ф. Улитко. – К.: Наук. Думка, 1979. – 220 с. 

3. Трантер, К. Дж. Интегральные преобразования в математической физике 
[Текст] / К. Дж. Трантер. – М.: ГТТИ, 1956. – 204 с. 

4. Лебедев, Н. Н. Специальные функции и их приложения [Текст] / Н. Н. Ле-
бедев. – М.: Физматгиз, 1963. – 320 c. 

5. Уфлянд, Я. С. О некоторых новых интегральных преобразованиях и их 
приложениях к задачам математической физики [Текст] / Я. С. Уфлянд // Вопросы 
математической физики. – Л.: Наука, 1976. – С. 93 – 106. 

6. Ефимова, И. Т. Некоторые задачи теории теплопроводности для двух-
слойной среды [Текст] / И. Т. Ефимова // Инженерно-физический журнал. – 1968. 
Т. 15, №1. – С. 129 – 133. 

7. Проценко, В. С. О гибридных интегральных преобразованиях [Текст] / 
В. С. Проценко // Математические методы анализа динамических систем: Темат. 
сб. науч. тр. Харьк. авиац. ин-та им. Н. Е. Жуковского. – Вып. 3. – Х., 1979. – С. 3 – 6. 

8. Иоссель, Ю. Я. Расчет потенциальных полей в энергетике [Текст] / 
Ю. Я. Иоссель. – Л.: Энергия, 1978. – 351 с. 

 
Поступила в редакцию 05.09. 2016 

 

Про гібридні інтегральні перетворення Фур’є і Фур’є – Бесселя 
на напівпрямій з петлями 

 
Запроваджено два нових гібридних інтегральних перетворення на напівпря-

мій з петлями і формули обертання для них. Ці перетворення розширюють можли-
вості класичного методу Фур’є і застосовані до розв’язання двох нових задач теп-
лопровідності, а також отримані їхні точні розв’язки. 

Ключові слова: інтегральні перетворення, напівпряма з петлями, задачі 
теплопровідності, точні розв’язки. 

 
 

About Hybrid Fourier and Fourier – Bessel Transforms 
on the Half-Straight with а Hinges 

 
Two new hybrid integral transforms on the half-straight with a hinges and inver-

sion formulas for them are introduced. These transforms the capabilities of the classic 
Fourier method are extend and to solution of new thermal conductivity problems are ap-
plied, their exact solutions are obtained. 

Key words: integral transforms, half-straight with a hinges, thermal conductivity 
problems, exact solutions. 


