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Рассмотрен программно-методический комплекс расчета зон загрязнений от эмиссии 
авиационных двигателей. Разработанная математическая модель вихревого и конденса-
ционного следов за летательными аппаратами предполагает учёт множества факторов: 
стратификацию атмосферы, направление и скорость ветра, наличие плоскости раздела 
сред (“экран”) и т.п. Анализ методов численной аэродинамики, использующихся в отече-
ственной и зарубежной практике, показал, что в наибольшей мере требованиям расчёта 
эмиссии авиационных двигателей отвечает метод дискретных вихрей (МДВ) и его модифи-
кации. Разработанные прикладные программы, базирующиеся на МДВ, предусматривают 
максимально полное (в рамках принятых допущений) моделирование процесса обтекания 
и формирования вихревого следа, что обеспечивает им эвристические свойства. Показаны 
методики и алгоритмы расчёта характеристик спутного и вихревого следов.  
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Введение 

 
Увеличение объёма авиаперевозок, дальности, высоты и продолжительно-

сти полёта летательных аппаратов (ЛА) оказывает существенное воздействие на 
окружающую среду. В связи с этим большое внимание уделяется снижению за-
грязнения окружающей среды от двигателей силовых установок ЛА. 

Отсутствие стандартов, регламентирующих выброс загрязняющих веществ 
в верхние слои атмосферы двигателями силовых установок ЛА, дало предпосылки 
к разработке двигателей и компоновок силовых установок, позволяющих миними-
зировать возможные выбросы загрязняющих веществ. Кроме того, рассмотрены 
вопросы снижения выбросов загрязняющих веществ в процессе эксплуатации ЛА, 
к числу которых относятся организация воздушного движения, оптимизация режи-
мов полёта (взлётно-посадочные операции, режимы набора высоты и снижения 
ЛА, руление и др.). 

Решение практических задач, связанных с распространением турбулентных 
струй с твёрдыми весомыми частицами, возможно с использованием математиче-
ских моделей таких течений. По сравнению с газокапельными струями расчёт 
струй с твёрдыми весомыми частицами является менее сложным, так как в них не 
наблюдаются фазовые переходы, коагуляция и дробление. Поэтому математиче-
скую модель струи с твёрдыми весомыми частицами можно рассматривать как 
упрощённую модель газожидкостной струи. 

Рассмотрим методику математического моделирования вихревого и кон-
денсационного следа за летательными аппаратами. 
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1. Методики расчета вихревого следа 
 

Процесс формирования и развития вихревого следа условно делим на зоны 
(рис. 1), что предполагает разделения методики расчёта его характеристик на два 
этапа. 

 

 
 

Рис. 1. Структура вихревого следа 
 
Первый этап расчёта предполагает получение характеристик спутного 

следа за исследуемым летательным аппаратом (ЛА) с учётом работы двигателей 
его силовой установки, т.е. решают задачу об его обтекании. Параллельно с ре-
шением задачи об обтекании ЛА решают задачу об истечении примесей с задан-
ными характеристиками из сопел двигателей его силовой установки. Характери-
стики спутного следа рассчитывают до удаления от ЛА-генератора спутного сле-
да, где течение в следе становится автомодельным, что позволяет утверждать о 
полностью сформировавшемся вихревом следе. 

Второй этап расчёта – за исходные данные расчёта характеристик вихре-
вого следа принимают данные, полученные на первом этапе. Расчёт характери-
стик вихревого следа ведут до момента времени, когда вихревой след прекраща-
ет своё “существование” по какой-либо причине, или до заданного удаления от 
самолёта-генератора вихревого следа. 

ЛА с крылом большого удлинения 4
2

>=
S

lλ , как правило, генерируют вих-

ревой след, представляющий собой два мощных вихря, которые с точки зрения 
механики являются слабо интерферирующими стационарными образованиями. 
Такой вихревой след с течением времени затухает вследствие турбулентной вяз-
кости. ЛА с крылом малого удлинения и сложной формы в плане генерируют вих-
ревой след, который может состоять из нескольких вихрей, интенсивно взаимо-
действующих друг с другом. Такие вихревые образования неустойчивы с точки 
зрения механики течения в них и являются нестационарными. Однако ЛА с кры-
лом 4>λ  также может генерировать вихревой след, состоящий из множества 
вихрей, например, в случае, когда выпущена механизация задней кромки крыла 
(взлётно-посадочная конфигурация ЛА), что приводит, в свою очередь, к нестаци-
онарности течения в вихревом следе. 

Следовательно, для математического моделирования таких принципиально 
различных явлений используют принципиально разные математические модели 
(ММ): 

– математические модели стационарного обтекания ЛА; 
– математические модели нестационарного обтекания ЛА; 
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– математические модели стационарного обтекания ЛА, построенные на 
решении уравнений Навье–Стокса. 

В свою очередь, ММ делятся на два вида: 
– математические модели в линейной постановке решения задачи; 
– математические модели в нелинейной постановке решения задачи. 
Исходя из этого строятся соответствующие ММ обтекаемой поверхности 

исследуемого ЛА. 
 

2. Алгоритмы решения задачи об обтекании 
 

Алгоритм решения задачи об обтекании ЛА-генератора спутного следа 
(первый этап расчёта вихревого следа) показан на рис. 2. Режим полёта, полётная 
конфигурация, кинематические параметры невозмущённого потока считаются за-
данными. Полученные результаты расчёта записываются в базу данных (если они 
не существуют) для повторного их использования на последующих этапах расчёта 
характеристик вихревого следа. 

 

 
 

Рис. 2. Методика решения задачи об обтекании ЛА 
 

Математическая модель вихревого следа предполагает учёт множества 
факторов: стратификацию атмосферы, направление и скорость ветра, наличие 
плоскости раздела сред (“экран”) и т.п. (рис. 3). 
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Рис. 3. Методика расчёта характеристик вихревого следа 
 
Результаты расчёта характеристик вихревого следа сохраняются в базе 

данных, соответствующих исходным данным расчёта для повторного использова-
ния. 

 
3. Выбор численного метода исследования эмиссии  

авиационных двигателей 
 

Эффективность численного метода расчёта является решающим фактором 
успеха математического моделирования на ЭВМ процессов обтекания ЛА и его 
взаимодействия с потоком. Использование математического моделирования ста-
ло новым средством получения данных, дополняющим и/или заменяющим анали-
тические, полуэмпирические методики и физические эксперименты. В использо-
вании методов вычислительной аэродинамики ЛА накоплен значительный опыт [1 
– 6]. Сложившиеся мнения при выборе методов вычислительной аэродинамики 
изложены, в частности, в известной работе Л. Миранды [7], в которой утверждает-
ся, что эффективность численного метода и программных продуктов можно ин-
терпретировать как произведение двух факторов: 

 
«эффективность=качество×распространенность». 

 
В этом контексте под фактором качества понимают точность и достовер-

ность результатов численных экспериментов. Распространенность программы 
(математической модели) определяется её полезностью, универсальностью и до-
ступностью. 

Анализ методов численной аэродинамики, использующихся в отечествен-
ной и зарубежной практике, показал, что в наибольшей мере изложенным требо-
ваниям отвечает метод дискретных вихрей (МДВ) и его модификации. Более того, 
МДВ может эффективно использоваться для решения широкого круга задач ма-
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тематической физики относительно гармонического потенциала [8, 9], а его мо-
дификации, базирующиеся на фундаментальных идеях, позволяют строить чис-
ленные решения для потенциала, удовлетворяющего уравнению Гельмгольца 
[10, 11]. Современная методология МДВ изложена в ряде монографий, часть ко-
торых переведена и издана за рубежом. “Качество” результатов, полученных с ис-
пользованием МДВ, является достаточно высоким, что подтверждается сходимо-
стью многочисленных данных при физических и численных экспериментах [12 – 
14]. Реализация принципа “оптимальной неточности” или, точнее, обеспечения 
заданной точности результатов при минимальных затратах, в случае применения 
МДВ не представляет затруднений. Это объясняется тем, что МДВ и его модифи-
кации позволяют использовать схематизации и модели различного уровня [15, 16]: 

– модели среды: идеальная несжимаемая, идеальная сжимаемая, локально 
вязкая (в пределах пограничных слоев и слоев смешения), вязкая; 

– модели ЛА: пластинчатая (бесконечно малой толщины), малой толщины 
(с линеаризацией по толщине), телесная (конечной толщины), смешанная; 

– схемы обтекания: безотрывное, отрывное с фиксированными местами от-
рыва (невязкий отрыв), отрывное с вязким отрывом, смешанное; 

– виды течений: установившееся (стационарное), гармонически меняющее-
ся по времени, неустановившееся (нестационарное); 

– уровни приближений: линейное, квазилинейное (с частичной линеариза-
цией), нелинейное. 

Прикладные программы, базирующиеся на МДВ, предусматривают макси-
мально полное (в рамках принятых допущений) моделирование процесса обтека-
ния, что обеспечивает им эвристические свойства. С помощью соответствующих 
математических моделей были получены фундаментальные результаты по выяв-
лению особенностей обтекания аэродинамических компоновок с крыльями изме-
няемой геометрии и сложной формы в плане [17], трансформации струй и следов 
[18, 19] и т.д. Обоснованный выбор численного метода сам по себе не гарантирует 
высокой эффективности расчётной программы (программного комплекса). Каче-
ство программного продукта в значительной мере зависит от методики его созда-
ния. 

Выводы 
 

1. Метод дискретных вихрей весьма результативен при изучении стацио-
нарного и нестационарного течений идеальной жидкости, когда учёт вязкости не-
существен, при замкнутом описании свободных турбулентных течений при 

∞→Re  в струях, вихревых следах и слоях смешения [20]. 
2. Важным преимуществом математических моделей на базе метода дис-

кретных вихрей является их оперативность и время получения результатов рас-
чёта при достаточной их достоверности. Это позволяет с успехом использовать 
метод дискретных вихрей для моделирования и исследований характеристик 
спутных и вихревых следов, эмиссии авиационных двигателей. 
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Software Methodical Complex for Calculation of  
Aircraft Engine Emission 

Software methodical complex for calculation of contamination zones from aircraft 
engine emissions are considered. The developed mathematical model of the wake vor-
tices and contrails of the aircrafts involves accounting multiple factors: atmosphere 
stratification, wind direction and speed, availability of the plane between media 
("screen") and others. Analysis of methods for numerical aerodynamics used in domes-
tic and foreign practice has shown that the discrete vortex method (DVM) and its modifi-
cations is the best method for calculation or aircraft engine emission. The developed 
applications based on DVM, provide the most complete (within the accepted assump-
tions) simulation of flow process and wake vortex formation, providing heuristic proper-
ties. The following methods and algorithms for calculating performance of wake vortex 
and aircraft trail are shown. 

Keywords: aircraft, aircraft trail, contrail, emissions 
 

Програмно - методичний комплекс розрахунку 
емісії авіаційних двигунів 

Розглянуто програмно-методичний комплекс розрахунку зон забруднень від 
емісії авіаційних двигунів. Розроблена математична модель вихрового та конден-
саційного слідів за літальними апаратами передбачає облік безлічі чинників: стра-
тифікацію атмосфери, напрямок і швидкість вітру, наявність площини розділу се-
редовищ ("екран") та ін. Аналіз методів числової аеродинаміки, що використову-
ють у вітчизняній і зарубіжній практиці, показав, що в найбільшій мірі вимогам роз-
рахунку емісії авіаційних двигунів відповідає метод дискретних вихрів (МДВ) і його 
модифікації. Розроблені прикладні програми, що базуються на МДВ, передбача-
ють максимально повне (в рамках прийнятих припущень) моделювання процесу 
обтікання і формування вихрового сліду, що забезпечує їм евристичні властивості. 
Показано методики і алгоритми розрахунку характеристик спутного і вихрового 
слідів.  

Ключові слова: літальний апарат, спутний слід, конденсаційні сліди, емісія. 


