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Рассмотрена проблема повышения эффективности геометрического моделирования кри-
вых и поверхностей сплайн-функциями в автоматизированных системах технологической 
подготовки производства. Отмечено, что в инженерных приложениях, связанных с 
созданием технологических систем реального времени, предпочтительно использование 
нерекурсивных форм представления базисных сплайнов. Приведен алгоритм получения 
экономичных с точки зрения вычислительных затрат уравнений В-сплайнов. Получены 
алгебраические уравнения базисных сплайнов до девятой степени включительно. 
Ключевые слова: геометрическая модель, аппроксимация, полином, сплайн-функция. 
 
В настоящее время в промышленности возросла потребность в повышении 

эффективности и качества производства сложнофасонных деталей. Проектирова-
ние этих деталей осуществляют с помощью систем автоматизированного проек-
тирования, содержащих модуль геометрического моделирования поверхностей 
сплайн-функциями, а их изготовление так или иначе связано с применением сис-
тем ЧПУ, лучшие из которых позволяют задавать траектории движения инстру-
мента с помощью сплайнов. Однако пока каноническая форма представления 
кривых сплайн-функциями отсутствует, что свидетельствует об актуальности про-
должения исследований в этом направлении. 

Идея аппроксимировать кривые кусочно-полиномиальными функциями, со-
ставленными из многочленов одной и той же невысокой степени, впервые появи-
лась в статье Шёнберга, который и ввел сплайны в математику [1]. В дальнейшем 
сплайны подвергались многочисленным и всесторонним исследованиям. Соот-
ветствующая литература насчитывает тысячи наименований, в том числе множе-
ство монографий (см. [2–8] и имеющуюся там библиографию).  

Сплайном степени n дефекта ν называется кусочно-полиномиальная функ-
ция ( )xSn , состоящая из множества участков полиномов степени n, сопряженных 

на границах участков до n – ν производной включительно. 
Всякий сплайн ( )xSn может быть единственным образом записан в виде 

обобщенного многочлена 

( ) ( )∑=
i

i
nin xBCxS ,     (1) 

где Сi – действительные коэффициенты; ( )xB i
n  – базисные финитные функции [2]. 

Эти функции получили название В-spline, а формулу (1) называют пред-
ставлением сплайна через В-сплайны. 

Универсальное рекурсивное определение функций ( )xB i
n  было представ-

лено независимо в работах [9] и [10] и имеет вид 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )xB
xx
xx

xB
xx

xx
xB i

n
ini

nii
n

ini

ii
n

1
1

11

1
1

+
−

+++

++
−

+
⋅

−
−+⋅

−
−= ,   (2) 



Открытые информационные и компьютерные интегрированные технологии № 55, 2012 

 43

где    ( )
[ ]
[ ]




∉
∈

=
+

+

1

1
0

0

1

ii

iii

x,xx

x,xx
xВ   – сплайн-функция нулевой степени. 

Эту формулу Кокса – де Бора в настоящее время успешно используют для 
вычисления базисных функций в большинстве инженерных приложений. 

В то же время нельзя не отметить, что рекурсивное вычисление функции (2) 
создает большую вычислительную нагрузку на компьютер, особенно при росте n. По-
этому во многих инженерных приложениях, связанных, например, с созданием систем 
реального времени, предпочтительно использовать явные, экономичные с точки зре-

ния вычислительных затрат, выражения для функций ( )xB i
n  конкретной степени.  

В работе [11] приведены нерекурсивные формулы для базисных функций 

( )xB0
n  до третьей степени, в работе [12] – до пятой, а в работе [13] – до шестой. 

Однако математическое представление этих функций не оптимально с точки зрения 
минимизации вычислительных затрат. 

По нашему мнению, самым экономичным представлением, которое предлага-
ется считать каноническим представлением В-сплайна степени n, является базис-
ная финитная функция ( )xBn , симметричная относительно оси ординат, с шагом 
между узлами сетки, равным единице. 

В работе [14] показаны графики таких функций до шестой степени, однако не 
приводятся их математические выражения, а в работах [8, 15, 16, 17] представлены 
и формулы и графики, но только для В-сплайнов первой и третьей степени.  

Поэтому целью данной статьи является получение экономичного (канониче-
ского) представления В-сплайнов до девятой степени включительно. 

Искомое представление В-сплайна степени n будем строить, используя ре-

курсивную формулу (2). Механизм получения функции ( )xB i
n  на базе функций 

( )xB i
n 1−  и ( )xB i

n
1
1

+
−  для n=2 и n=5 проиллюстрирован графически на рис. 1 и 2. 

Очевидно, что этот же механизм можно использовать и для алгебраического вы-
вода соответствующих формул.  

 

 
Рис. 1. Иллюстрация образования В-сплайна второй степени 
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Рассмотрим равномерную сетку узлов с шагом, равным единице, т.е. xi = i.  
В этом случае рекурсивная формула (2) примет вид 
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Эта функция симметрична относительно прямой x=i+(n+1)/2. Следователь-
но функцию ( )xBn , симметричную относительно оси ординат, получим из условия  
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nn      (4) 

Для упрощения дальнейших вычислений введем вспомогательную функцию 

( )xQ i
n , которая также является сплайн-функцией степени n и определяется  

рекурсивной формулой 
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xQ i   – сплайн-функция нулевой степени.         (6) 

Последовательно применяя эту рекурсивную формулу, можно получить 

сплайн-функцию ( )xQ i
n  степени n, выраженную через сплайн-функцию ( )xQ i

0   
нулевой степени, а именно: 
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k
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−Α  – некоторый полином степени n. 

С учетом (5) формула (3) примет вид 
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Рис. 2. Иллюстрация образования В-сплайна пятой степени 
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Чтобы вывести явные выражения для базисных сплайнов различных степе-
ней, нам достаточно рассмотреть случай, когда i = 0. Тогда с учетом (4) и (3) окон-
чательно получим искомую формулу для вычисления базисного сплайна 

( ) ( ) ,nxBxB nn 2
10 ++=       (8) 

где   ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xQxnxQx
n

xB nnn
1

1
0

1
0 1

!
1

−− ⋅−++⋅⋅= .           (9) 

Эта функция является В-сплайном и обладает рядом важных свойств,  
используемых в теории приближений, а именно: 

1.  ( )xBn  – финитная функция, не равная нулю на ограниченном участке оси абсцисс: 
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2.  ( )xBn  – четная функция, симметричная относительно оси ординат: 

( ) ( )xBxB nn =− . 

3.  Сумма n+1 полиномов, из которых «склеена» функция ( )xBn , образует прямую 
линию, параллельную оси абсцисс, на расстоянии от неё, равном единице. 
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4.  Площадь фигуры, ограниченной функцией ( )xBn , равна единице: 
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Используя приведенный алгоритм, получим экономичные с точки зрения вы-

числительных затрат алгебраические уравнения В-сплайнов ( )xBn  для 91, n= .  
 

n=1. Применив формулу (5), запишем: ( ) ( ) ( ) ( )xQx-xQxxQ 1
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n=2. Для В-сплайна второй степени ( ) ( )510
22 .xВxВ +=  и вывод эконо-

мичного представления будет иметь вид 
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ;3362

31323
2
0

21
0

20
0

2

2
0

1
0

1
0

0
0

1
1

0
1

0
2

Qx-Q-xx-Qx

Qx-Q-xx-Qx-QxxQx-QxxQ

⋅+⋅++⋅=

=⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅=⋅+⋅=
 



Открытые информационные и компьютерные интегрированные технологии № 55, 2012 

 46

( )
( )

[ ]











∉
≤≤
<≤+
<≤

⋅=

300

323

21362

10

2
1

2

2

2

0
2

,x

xx-

x-xx-

xx

xВ ; ( ) ( )








≥
<≤
<⋅

⋅=
51

5150

50

0

51

21

2
1 2

2

2

.x

.x.

.x

x-.

x-.5

xВ .        (11) 

n=3. Для В-сплайна третьей степени ( ) ( )20
33 += xВxВ  и вывод экономич-

ного представления будет иметь вид 
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Формулы (10), (11), (12) для первых трех степеней базисных сплайн-функ-
ций совпадают с формулами, приведенными в работах [8, 11 – 13, 15 – 17], что 
подтверждает достоверность данного алгоритма. 

Для увеличения компактности математических преобразований при выводе 
формул для n≥4 введем обозначения   1−= xy    и   axxa −= . 
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n=5. Для В-сплайна пятой степени ( ) ( )30
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Далее промежуточные выкладки опущены из-за громоздкости. 

n=6. Для В-сплайна шестой степени ( ) ( )530
66 .xВxВ += ; 
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n=7. Для В-сплайна седьмой степени. ( ) ( )40
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n=9. Для В-сплайна девятой степени. ( ) ( )50
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Графики В-сплайнов ( )xBn  и ( )xBn
0  91, n=  показаны на рис. 3. и 4. 
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Для увеличения наглядности графики ( )xBn  при n ≥ 6 показаны на интервале [-3, 3]. 

 

 
Несмотря на некоторую громоздкость формул (13) – (18) (особенно при уве-

личении n), для вычисления значений этих функций требуется небольшое количе-
ство арифметических операций (см. таблицу). 

Рис. 4. Несимметричное представление В-сплайнов 
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Рис. 3. Симметричное представление базисных В-сплайнов  
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Количество арифметических операций при вычислении В-сплайна 

Степень 
В-сплайна 

Сложений и  
вычитаний 

Умножений и 
делений Всего 

n=1 1 0 1 
n=2 1 3 4 
n=3 2 4 6 
n=4 5 6 11 
n=5 6 8 14 
n=6 7 9 16 
n=7 8 11 19 
n=8 9 12 21 
n=9 10 13 23 

 
Выводы 

В результате проделанной работы получено алгебраическое (нерекурсив-
ное), экономичное с точки зрения вычислительных затрат представление базис-
ных сплайнов до девятой степени включительно. 

Данное представление имеет большое практическое значение, так как: 
– может использоваться в инженерных приложениях, связанных с созданием 

автоматизированных систем реального времени; 
– допускает в случае необходимости увеличение степени аппроксимирующей 

сплайн-функции без значительного увеличения вычислительных затрат. 
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Економічна форма подання В-сплайнів 
в інженерних застосуваннях 

 
Розглянуто проблему підвищення ефективності геометричного моделюван-

ня кривих і поверхонь сплайн-функціями в автоматизованих системах техноло-
гічної підготовки виробництва. Зазначено, що в інженерних застосуваннях, пов'я-
заних зі створенням технологічних систем реального часу, кращим є використання 
нерекурсивних форм подання базисних сплайнів. Наведено алгоритм одержання 
економічних з погляду обчислювальних витрат рівнянь В-сплайнів. Отримано ал-
гебричні рівняння базисних сплайнів до дев'ятого ступеня включно. 

Ключові слова: геометрична модель, апроксимація, поліном, сплайн-
функція. 
 

B-splines representation economical form 
in engineering applications 

 
Effectiveness increase problem of geometric modeling of curves and surfaces by 

spline-functions in computer-aided systems of technological preproduction is 
considered. There is noted that use of nonrecursive forms of basic splines 
representation is preferable in engineering applications for real time technological 
systems. B-splines equations creation algorithm is shown. These equations are 
economical from the point of view of calculations number. Algebraic equations of basic 
splines to the ninth degree inclusive are created. 

Keywords: geometric model, approximation, polynomial, spline-function. 


