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Получены новые решения интегрального уравнения обобщённого потен-

циала, встречающегося в теории упругости неоднородных сред [1−3], теории пол-
зучести и пластичности материалов со степенным упрочнением [4,5], в теории га-
зовой динамики [6]. Для решения этого уравнения в работах [1,2, 7−9,14] развит 
метод ортогональных функций. Предлагаемый в настоящей статье метод основан 
на открытой авторами обобщённой теореме Кельвина[10]. 

Вводная часть.   
1. Обобщённым потенциалом называют функцию 
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где ( )S  - область в плоскости 0=z ; ( )yxp ,  − плотность источников поля. 

В работе [11] показано, что функция (1.1) везде вне области ( )S  удовлетво-
ряет уравнению 
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В работе [10] доказана теорема о том, что преобразование Кельвина (пре-
образование обратных радиусов) преобразует функцию (1.1) в функцию 
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удовлетворяющую вне ( )1S  тому же уравнению (1.2). Здесь ( )1S  - образ области 

( )S  при преобразовании Кельвина. В работе [10] теорема приведена для случая 
n −мерного пространства. 

Использование этой теоремы даёт ключ к решению основного интегрально-
го уравнения  теории обобщённого потенциала 
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для некоторых плоских областей. 
 Отметим, что в случае, когда ( ) ( )xpyxp =, , основное интегральное урав-
нение (1.3) преобразуется к виду 
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 Приведём необходимые для дальнейшего исследования формулы. 
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 Решение уравнения (1.4). Рассмотрим случай, когда ( )aal ,−= , 

( ) [ ] ( ) ( )aaLxpaaCxw ,,, 11 −∈−∈ . Для этого случая имеем решение [12] 
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где ( )xf1  и ( )xf2 - соответственно чётная и нечётная части функции ( )xw . 

 Решение уравнения (1.3). В случае, когда ( )S - круг 222 ayx <+ , решение 
уравнения (1.3) в полярной системе координат имеет вид [13]: 
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 Функция ( )yxw ,  предполагается дифференцируемой и ( ) ( )sLyxp 1, ∈ . 
Основной результат. Он состоит в том, что получены точные решения в 

замкнутом виде уравнений (1.3), (1.4) без привлечения специальных функций. 
2. Рассмотрим интегральное уравнение 
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Применим преобразование Кельвина, которое в одномерном случае выра-

жается формулами 1
1

1
1 , −− ξ=ξ= xx . В результате область интегрирования пе-

рейдёт в отрезок ( )11, −−− aa , а уравнение (2.1) − в уравнение 

( ) ( )∫
−

−=<=
ξ−

ξξ
1

1

1
11110

11

111 ,,

a

a

aaaxxf
x

dp
m

,   (2.2) 

где обозначено ( ) ( ) ( ) ( ) mm
xxfxfxxpxp

−−−− ⋅=⋅= 1
1

110

2

1
1

111 , . 



 118

 Решение ( )11 xp уравнения (2.2) получим по формуле (1.5), в которой следу-
ет положить  
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где ( )xfч  и ( )xfн  - четная и нечетная части функции ( )xf . 

 После возвращения к старым переменным x  и ( )xp  находим 
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Решение уравнения на полубесконечном интервале 
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можно свести к решению уравнения на отрезке (-1,1) после трёх последователь-
ных преобразований: первое - сдвиг 2/11 += xx , 2/11 +ξ=ξ ; второе – преобра-

зование Кельвина 
1

21
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21 , −− ξ=ξ= xx ; третье – сдвиг 1,1 3232 +ξ=ξ+= xx . В ре-
зультате этих преобразований придём к уравнению 
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 В уравнении (2.6)  
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 Функцию ( )33 xf  следует представить в виде суммы чётной и нечётной час-
тей и воспользоваться формулами (1.5). 

Приведём пример. Пусть ( ) ( ) mxxf −−+= 12/1 , тогда ( ) ( ) =+= −1
33 2/1xxf 13 +x . В 

этом случае ( ) ( ) 33333 ,1 xxfxf
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 Переходим к переменным x  и ( )xp : 
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где ( ) ( )432;2 22 ++=++= mmBmmA . 
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 Отметим, что в работе [8] интегральное уравнение (2.1) решено с помощью 
преобразования Мелера-Фока, ядром преобразования которого есть функция Ле-
жандра ( )xPν , τ+−=ν i2/1 . В работе того же автора [7] решение интегрального 
уравнения (2.5) получено в виде интегрального преобразования Ханкеля. Наш 
подход не использует специальные функции, и в этом, по нашему мнению, его 
преимущество перед методом собственных функций. 
 3. Будем рассматривать уравнение (1.3), когда ( )S  есть внешность круга 
радиуса a . В полярных координатах оно имеет вид  
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Преобразование Кельвина в рассматриваемом случае таково: 
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В этом уравнении ( ) ( ) ( ) ( ) 3
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Решение уравнения (3.2) представлено формулами (1.6), (1.7). 
Воспользовавшись этими формулами и возвращаясь к старым переменным, 

получим решение уравнения (3.1) в виде 
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( ) 112 −−τ=ε trt . Для сравнения заметим, что в работе [14] решение уравнения (3.1) 
дано в виде интегрального преобразования и выражено через гипергеометриче-
ские функции. 
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Гmkn , n  - целое число. 
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4. В случае, когда ( )S  - полуплоскость ax > , интегральное уравнение (1.3) 
имеет вид 
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Совершим преобразование Кельвина на плоскости 
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 222222222222 sin,cos;sin,cos ψ=ψ=ϕρ=ηϕρ=ξ ryrx . 
 Таким образом, задача о решении уравнения (4.1) для полуплоскости све-
дена к интегральному уравнению (1.3) для круга. Решение последнего дается 
формулами (1.6), (1.7), в которых следует положить ( )ϕρ,1f  вместо ( )ϕρ,f , па-

раметр a  заменить на ( ) 12 −a , переменные y  и ψ  заменить соответственно на 2r  

и 2ψ . 

После вычисления функции ( )221 ,ψrp  решение уравнения (4.1) находим по 
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Пример. Рассмотрим случай ( ) ( ) ( )m
yxxyxf

+−+= 3
2

1
22, , тогда 

( )
a

f
2

1
cos, 22221 +ϕρ=ϕρ . Вычисления по формулам (1.6), (1.7) приводят к ре-

зультату 

      ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ,
1

22
11

2
2

cos
,

22

21
2

1

222 








++
−+







 −
+π

π

=
−

yxm

rax

a

x

yxa

m

yxp
m

 

где 222 yxr += . 
 

  (4.3) 



 121

5. В работах [1, 2, 7] интегральное уравнение 
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где ( )xKν  - функция Макдональда, решено методом ортогональных многочленов. 
Изложим другой метод решения этого уравнения, не использующий спектральное 
соотношение для многочленов Лагерра. 
 Будем исходить из более общего уравнения  
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 Применим к обеим частям этого уравнения, предварительно умноженного 

на 2
m

λ , преобразование Фурье по λ  с ядром yie λ− . В результате получим новое 

уравнение 

 
( )

( ) ( )[ ]
( ) 0,,

,

0

0

2

1
2

>=
η−+ξ−

ηξηξϕ
∫∫
∞

∞−

∞

+ xyxf

yx

dd
m

,   (5.3) 

где обозначено  
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В уравнении (5.3) сделаем замену ,0,, 111 >+ξ=ξ+= aaaxx  

η=η= 11 ,yy , в результате чего оно преобразуется к виду (4.1): 
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где ( ) ( ) ( ) ( )11011111111 ,,;,, yaxfyxfa −=η−ξϕ=ηξϕ . 
 Интегральное уравнение (5.5) решаем методом, изложенным в  п. 4. В ре-
зультате находим функцию ( )111 , yxϕ , а значит, и функцию ( ) ( )yaxyx ,, 1 +ϕ=ϕ . 
 Решение уравнения (5.2) найдём, используя обращение преобразования 

Фурье (5.4) функции ( )yx,ϕ  : ( ) ( )∫
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 Вычисления, проведенные при 1=a  по формулам п. 4, 5 приводят к реше-
нию  
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